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1 Vorspann: Sprachen

Vorlesung:
18.10.2017

Def. 1.1: Ein Alphabet ist eine endliche Menge von Zeichen. o
Zeichen sind hier beliebige abstrakte Symbole.

Bsp.: fiir Alphabete, die in dieser Vorlesung, im téglichem Umgang mit Computern
oder in der Forschung an unserem Lehrstuhl eine Rolle spielen

o {a,...,z}
. {0,1}
o {rot, gelb, griin} (Ampelfarben)
e Die Menge aller ASCII-Symbole
e Die Menge aller Statements eines Computerprogramms
Wir verwenden typischerweise den griechischen Buchstaben ¥ als Namen fir ein Alpha-

bet und die lateinischen Buchstaben a, b, ¢ als Namen fiir Zeichen.! Im Folgenden sei 3
immer ein beliebiges Alphabet.?

Def. 1.2: Wir nennen eine endliche Folge von Elementen aus ¥ ein Wort und schreiben
solch eine Folge immer ohne Trennsymbole wie z.B. Komma.? Die leere Folge nennen
wir das leere Wort; als Konvention stellen wir das leere Wort mit dem griechischen
Buchstaben e dar.* Wir bezeichnen die Menge aller Worter mit ¥* und die Menge aller
nicht leeren Worter mit 3. Die Linge eines Wortes, | - | : ¥* — N, ist die Anzahl der
Elemente der Folge. o

Wir verwenden typischerweise u, v, w als Namen fiir Worter.

Bsp.: fir Worter tber ¥ = {a,...,z}
o rambo (Lénge 5)
o eis, ies (beide Linge 3 aber ungleich)

o ¢ (Lénge 0)

!Dies ist eine Konventionen analog zu den folgenden, die Sie moglicherweise in der Schule befolgten:
Verwende n, m fiir natiirliche Zahlen. Verwende «, 8 fiir Winkel in Dreiecken. Verwende A fir Ma-
trizen.

2Dieser Satz dient dazu, dass die Autoren dieses Skripts nicht jede Definition mit “Sei 3 ein Alphabet..”
beginnen miissen.

3Wir schreiben also z.B. einhorn statt e,i,n,h,o0,r,n.

“Eine analoge Konvention, die sie aus der Schule kennen: Verwende immer 7 als Symbol fiir die Kreis-
zahl.
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Worter lassen sich ,verketten”/ hintereinanderreihen”. Die entsprechende Operation heifit
Konkatenation, geschrieben -7 (wie Multiplikation).

Def. 1.3 (Konkatenation von Wértern): Die Konkatenation, - : ¥* x ¥* — ¥* ist fiir
U=uUi...U, € X und v = vy ...v, € X* definiert durch u-v = uy ... upv1 ... Um o
Bsp.:

e eis-rambo = eisrambo

e rambo e = rambo = ¢ - rambo

Figenschaften von ,,-“:
e assoziativ
e ¢ ist neutrales Element
e nicht kommutativ

Der Konkatenationsoperator ,,-“ wird oft weggelassen (&hnlich wie der Multiplikations-
operator in der Arithmetik). Ebenso konnen durch die Assoziativitiat Klammern wegge-
lassen werden.

wiwows  steht also auch fir w; - we - w3, fiir (w;-wsy)-ws und fir w; - (wy - ws)

Bemerkung: Die Zeichenfolge ramboe ist kein Wort. Diese Zeichenfolge ist lediglich eine
Notation fir eine Konkatenationsoperation, die ein Wort der Lénge 5 (ndmlich rambo)
beschreibt.

Worter lassen sich aulerdem potenzieren:

Def. 1.4: Die Potenzierung von Wortern, - : ¥* x N — ¥* ist induktiv definiert durch

1. wl=¢

2. wtl = w - wn >
Bsp.: . .3 (2_) . .2 zweinEl (2) . . . . 0 (1_) . . . . . .

p.: eis® = eis-eis eis-eis-eis-eis” = eis-eis-eis-¢ — eiseiseis

Def. 1.5: Eine Sprache iiber ¥ ist eine Menge L C X*. o
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Bsp.:

{eis,rambo}
{w € {0,1}* | w ist Bindrcodierung einer Primzahl}

{} (die ,leere Sprache®)

{e} (ist verschieden von der leeren Sprache)

« XF

Samtliche Mengenoperationen sind auch Sprachoperationen, insbesondere Schnitt (L1 N
Ly), Vereinigung (L1 U Ly), Differenz (L; \ Lo) und Komplement (L1 = X* \ Ly).

Weitere Operationen auf Sprachen sind Konkatenation und Potenzierung, sowie der
Kleene-Abschluss.

Def. 1.6 (Konkatenation und Potenzierung von Sprachen): Seien U,V C ¥*. Dann ist
die Konkatenation von U und V' definiert durch

U-V=Auw |ueUwveV}

und die Potenzierung von U induktiv definiert durch

1. U° = {e}
2. Untl=U.U" o
Bsp.:

{eis,e} - {rambo} = {eisrambo, rambo}
{eis,e}-{} ={}

{1°={e}

=10

{eis,e}? = {¢, eis, eiseis}

Wie bei der Konkatenation von Wortern diirfen wir den Konkatenationsoperator auch
weglassen.

Def. 1.7 (Kleene-Abschluss, Kleene-Stern): Sei U C ¥*. Der Kleene-Abschluss ist de-
finiert als

1. U>’< == U’VLEN Un [9 5]

2. U+ = UTLZI ur &
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2 Reguldre Sprachen und endliche Automaten

Wie kénnen wir potentiell unendlich groflie Mengen von Wértern darstellen? Eine Losung
fiir dieses Problem sahen wir bereits im vorherigen Kapitel, als wir die (unendlich grofe)
Menge der binédr codierten Primzahlen mit Hilfe der folgenden Zeile darstellten.

Lprim = {w € {0,1}" | w ist Binédrcodierung einer Primzahl}
Ein weiteres Beispiel ist die folgende Zeile.
Leven = {w € {0,1}* | die Anzahl der Einsen in w ist gerade. }

Eine hiufig interessante Fragestellung fiir ein gegebenes Wort w und eine Sprache L ist:
»Ist w in L enthalten?“ (Also: ,Gilt w € L?“) Wir nennen dieses Entscheidunsproblem
das Wortproblem. Eine konkrete Instanz des Wortproblems ware z.B. ,,1100101 € Lpim?*
oder ,1100101 € Leyen?

Die obige Darstellung der unendlichen Mengen Lprim und Leyen ist zwar sehr kompakt,
wir konnen daraus aber nicht direkt ein Vorgehen zur Losung des Wortproblems ab-
leiten. Wir miissen zunéchst verstehen, was die Begriffe ,,Bindrcodierung®, ,,Primzahl*
oder , gerade Anzahl“ bedeuten und fiir Lprim und Leyen jeweils einen Algorithmus zur
Entscheidung entwickeln.

In diesem Kapitel werden wir mit endlichen Automaten einen weiteren Formalismus
kennenlernen, um (potentiell unendlich grofie) Mengen von Wértern darzustellen. Ein
Vorteil dieser Darstellung ist, dass es einen einheitlichen und effizienten Algorithmus fiir
das Wortproblem gibt. Wir werden aber auch sehen, dass sich nicht jede Sprache (z.B.
Lgrim) mit Hilfe eines endlichen Automaten darstellen lésst.

2.1 Endliche Automaten

Wir beschreiben zunachst informell die Bestandteile eines endlichen Automaten:

Endliches Band (read-only; jede Zelle enthélt ein a; € X; der Inhalt des Bands ist das
FEingabewort bzw. die Eingabe)

Lesekopf

ag|... |an

Abb. 1: Endliches Band

Vorlesung:
20.10.17
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Lesekopf
o Der Lesekopf zeigt auf ein Feld des Bands, oder hinter das letzte Feld.

o Er bewegt sich feldweise nach rechts; andere Bewegungen (Vor- bzw. Zuriick-
spulen) sind nicht moglich.

e Wenn er hinter das letzte Zeichen zeigt, stoppt der Automat. Er muss sich
nun ,.entscheiden® ob er das Wort akzeptiert oder nicht.

Zustande ¢ aus endlicher Zustandsmenge )
Startzustand ¢™t € Q
Akzeptierende Zustande ' C

Transitionsfunktion Im Zustand ¢ beim Lesen von a gehe in Zustand §(q) = ¢'.

Der endliche Automat akzeptiert eine Eingabe, falls er in einem akzeptierenden Zustand
stoppt.

Bsp. 2.1: Aufgabe:
,Erkenne alle Stapel von Macarons, in denen héchstens ein griines Macaron vorkommt.*

Ein passendes Alphabet wire ¥ = {griin,nicht-grin}. Wir definieren die folgenden
Zustiande. (Die Metapher hier ist: ,wenn ich mehr als ein griines Macaron esse, wird mir
iibel, und das wére nicht akzeptabel“.)

Zustand Bedeutung

Qo yalles gut*
Q1 ,mir wird schon flau“
Q2 ,,mir ist tibel*

Der Startzustand ist ¢g. Akzeptierende Zustande sind go und ¢;. Die Transitionsfunktion
0 ist durch die folgende Tabelle gegeben.

Von links nach rechts:

By Mariajudit - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=48726001

By Michelle Naherny - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=44361114
By Keven Law - originally posted to Flickr as What’s your Colour???, CC BY-SA 2.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=6851868
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grin nicht-grin

qo q1 Qo wechsle nach ¢; falls grin, ansonsten verweile
a1 q2 Q wechsle nach ¢o falls griin, ansonsten verweile
PR p) ) verweile, da es nichts mehr zu retten gibt

Def. 2.1 (DEA): Ein deterministischer endlicher Automat (DEA), (DFA = determini-
stic finite automaton) ist ein 5-Tupel

A=(%,Q,6,¢"", F).

Dabei ist
e Y ein Alphabet,
e (Q eine endliche Menge, deren Elemente wir Zustinde nennen,
e J0:Q x X — @ eine Funktion, die wir Transitionsfunktion nennen,
e ¢t € Q ein Zustand, den wir Startzustand nennen und
e F C Q eine Teilmenge der Zusténde, deren Elemente wir akzeptierende Zustinde

nennen. <o

DEAs lassen sich auch graphisch darstellen. Dabei gibt man fiir den Automaten einen
gerichteten Graphen an. Die Knoten des Graphen sind die Zustédnde, und mit Zeichen
beschriftete Kanten zeigen, welchen Zustandsiibergang die Transitionsfunktion fiir das
néchste Zeichen erlaubt. Der Startzustand ist mit einem unbeschrifteten Pfeil markiert,
akzeptierende Zustande sind doppelt eingekreist. Hier ist die graphische Darstellung von
Apyacaron aus Beispiel 2.1:

nicht-grin nicht-grin

Die folgenden beiden Definitionen erlauben uns mit Hilfe eines DEA eine Sprache zu
charakterisieren.

Def. 2.2: Die induktive Erweiterung von 8 : Q x ¥ — Q auf Worter, 6 : Q x * — Q,
ist (induktiv) definiert durch
1. 6(g,e) =¢q (Wortende erreicht)
2.

(¢, aw) = 6(6(q,a),w) (Rest im Folgezustand verarbeiten) o
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Def. 2.3: Sei A = (2,Q,6,¢™, F). Ein Wort w € ¥* wird von A akzeptiert, falls
5(¢"t w) € F. Die von A akzeptierte Sprache, geschrieben L(A), ist die Menge aller
Worter, die von A akzeptiert werden. D.h.,

L(A) = {w € ©* | §(¢"*,w) € F}.
Eine durch einen DEA akzeptierte Sprache heifit reguldr. o
Bsp. 2.2: Ein moglicher DEA fiir die Sprache
Leyen = {w € {0,1}* | die Anzahl der Einsen in w ist gerade. }

aus der Einleitung dieses Kapitels hat die folgende graphische Représentation.

1
() (o)
1
0 0

Frage: Gegeben seien zwei regulére Sprachen Lg, Ly iiber einem gemeinsamen Alphabet
J; ist dann auch der Schnitt L1 N Lo eine regulére Sprache? Wir beantworten diese Frage
mit dem folgenden Satz.

Satz 2.1: Reguldre Sprachen sind abgeschlossen unter der Schnittoperation. (D.h. fiir
zwei gegebene regulidre Sprachen Ly, Lg iiber X ist auch der Schnitt Ly N Lo eine reguldre
Sprache.)

BewEis: 6 Da L; und Lo reguldr sind, gibt es zwei DEAs A; = (X, Q1,61,¢"t, FY)
und Ay = (X, Qo, 92, ¢t Fy) mit Ly = L(A;) und Ly = L(As). Wir konstruieren nun
zunéichst den Produktautomaten fiir Schnitt A = (X, Qn, 6n, ¢, F) wie folgt.

Qn=Q1 X Q2

0n((q1,92),a) = (01(q1,a),02(q2,a)) , fir alle a € X
g = (a1, g5
Fﬂ = F1 X F2

Anschlieflend zeigen wir, dass L(An) = L(A1) N L(A2) gilt. Hierflir zeigen wir zunéchst
via Induktion iiber die Linge von w, dass fiir alle w € ¥*, fiir alle ¢1 € Q1 und fiir alle
g2 € Q4 die folgende Gleichung gilt.

on((q1: g2), w) = (01(q1,w), b2(ga, w))

5Dieser erste Beweis ist aufergewchnlich detailliert. In den folgenden Beweisen werden wir einfache
Umformungen zusammenfassen.
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Der Induktionsanfang fiir n = 0 folgt dabei direkt aus Def. 2.2, da ¢ das einzige Wort
der Lénge O ist. .

50((Q17 QQ)a 8) - (Q1, QQ)
Den Induktionsschritt n ~ n+1 zeigen wir mit Hilfe der folgenden Umformungen, wobei
a € X ein beliebiges Zeichen und w € X" ein beliebiges Wort der Lénge n ist.

n((q1, q2), aw) Smwm((ql,qz) a), w)
DeLin 5 (01(q1, a), 02(q2, @), w)

Ié/'. (1(61((11, ), )52(52((]27 )7 ))

Def.:2.2 ( (quaw 52 q2,aw))

SchlieBlich zeigen wir L(An) = L(A1) N L(A2) mit Hilfe der folgenden Umformungen fiir
ein beliebiges w € 3*.
Def. 2.3

we L(An)  gdw  0n(¢™t, w) € Fh
Def. gt
gdW 5ﬁ(( |n|t7q|2n|t)7 )E Fﬂ
gdW (5 ( |n|t7 ) 52( |n|t7 )) c Fﬂ

Def. Fm
gdw 5 (q'ln't, w) € Fy und 62( '"'t, w) € Fy

Def. 2.3
gdw  w € L(A;) und w € L(As)

g

Vorlesung:
Im folgenden Beispiel sei A; der DEA iiber dem Alphabet 3 = {0, 1}, dessen graphische 25.10.17
Repréasentation nahezu mit Ayacaron identisch ist.

0

Bsp. 2.3: Der Produktautomat fiir Schnitt von A; und Aeven hat die folgende graphische
Représentation, wobei wir um Platz zu sparen ,,g;; statt ,(¢;, ¢;)“ schreiben.



2 Regulare Sprachen und endliche Automaten 12

2.2 Minimierung endlicher Automaten

Beobachtung: Der Zustand gg; im Beispiel 2.3 scheint nutzlos. Wir charakterisieren diese
»Nutzlosigkeit* formal wie folgt.

Def. 2.4: Ein Zustand ¢ € Q heifit erreichbar, falls ein w € X* existiert, sodass
o(q"™, w) = q. o
Bemerkung: Die Menge der erreichbaren Zustédnde kann mit dem folgenden Verfahren
in O(|Q| * |X|) berechnet werden.

e Fasse A als Graph auf.

e« Wende Tiefensuche an und markiere dabei alle besuchten Zustiande.

e Die markierten Zustdnde bilden die Menge der erreichbaren Zusténde.
Beobachtung: Auch nach dem Entfernen der nicht erreichbaren Zustidnde ¢g; und ¢ig
scheint der DEA aus Bsp. 2.3 unnétig grof3 zu sein. Das Verhalten des DEA in den

Zustanden qi1, oo und g9 ist sehr dhnlich. Wir charakterisieren diese ,Ahnlichkeit“
formal wie folgt.

Def. 2.5: Wir nennen zwei Zustidnde p, ¢ € Q eines DEA dquivalent, geschrieben p = ¢,
falls 3 .
Yw e ¥*: 0(p,w) € F gdw d(q,w) € F o
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Bsp. 2.4: Fiir Bsp. 2.3 gilt: Die Zustande ¢11, g20 und ¢o1 sind paarweise dquivalent.
Die Zusténde ggg und ¢ sind dquivalent. Keine weiteren Zustandspaare sind dquivalent.

Geschrieben als Menge von Paaren sieht die Relation = C @ x @ also wie folgt aus:

{ (g00, q10), (910, 900), (q11,920), (920, q11), (420, 421), (g21, G20), (21, q11), (qi1,q21) }

2.2.1 Exkurs: Aquivalenzrelationen

Sie haben Aquivalenzrelationen bereits in ,,Mathematik II fiir Studierende der Informa-
tik“T kennengelernt. Dieser kurze Exkurs wiederholt die fiir unsere Vorlesung relevanten
Definitionen. Sei X eine beliebige Menge. Eine Relation R iiber X ist eine Teilmenge
des Produkts X x X (d.h. RC X x X).

Eine Relation R C X x X heifit
o reflexiv, wenn Vo € X: (z,x) € R,
o symmetrisch, wenn Vz,y € X: (z,y) € R = (y,x) € R,
e transitiv, wenn Vz,y,z € X: (z,y) € RA(y,2) € R = (x,2) € R.

Bsp. 2.5: Im Folgenden interessieren wir uns nur Relationen, die alle drei Eigenschaften
erfiillen, aber die folgenden Beispiele sollen helfen, sich mit diesen Eigenschaften vertraut

zu machen.
reflexiv.  symmetrisch transitiv
»gewinnt* bei Schere, Stein, Papier nein nein nein
(N, <) nein nein ja
(N, #) nein ja nein
die leere Relation nein ja ja
{(a,b) €EZxZ]|a—b<3} ja nein nein
(N, <) ja nein ja
direkte genetische Verwandtschaft ja ja nein
logische Aquivalenz von Formeln ja ja ja

Bemerkung: Wir kénnen kein Beispiel fiir eine nicht leere, symmetrische, transitive Re-
lation finden, die nicht reflexiv ist. Fiir nicht leere Relationen folgt Reflexivitéit bereits

aus Symmetrie und Transitivitét: (a,0) € RS (b,a) € R "2® (a,a) € R.

"http://home.mathematik.uni-freiburg.de/junker/ss17/matheII.html
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Def. 2.6: Eine Aquivalenzrelation R ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist.

Fiir eine Aquivalenzrelation R und ein z € X nennen wir die Menge {y € X | (y,z) € R}
die Aquivalenzklasse von x und verwenden die Notation [z] fiir diese Menge. Wenn aus
dem Kontext klar ist, welche Relation gemeint ist, diirfen wir das Subskript -z auch
weglassen und schreiben nur [x].

Wenn wir eine Aquivalenzklasse mit Hilfe der Notation [z]g beschreiben, nennen wir
den Reprisentanten dieser Aquivalenzklasse.

Wir nennen die Anzahl der Aquivalenzklassen von R den Indez von R. o

Zwei Fakten iiber eine beliebige Aquivalenzrelation R (ohne Beweis).
Fakt 1 Die Aquivalenzklassen von R sind paarweise disjunkt.
Fakt 2 Die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist die Menge X.

Hiermit endet der Exkurs zu Aquivalenzrelationen; wir wollen mit diesem Wissen die
oben definierte Relation = C @ x @) genauer analysieren.

—

Lemma 2.2: Die Relation ,=* ist eine Aquivalenzrelation.

BEWwEIS: Die Relation = ist offensichtlich reflexiv. Die Symmetrie und Transitivitat
von = folgt aus der Symmetrie und Transitivitdt der logischen Interpretation von ,,genau
dann, wenn“ (gdw). O

Bsp. 2.6: Fiir den DEA aus Bsp. 2.3 hat die Relation = drei Aquivalenzklassen.®

[q00] = {q00; q10},
[qo1] = {qo1},
[q11] = {q11, 20, q21}

Idee: ,Verschmelze“ alle Zustinde aus einer Aquivalenzklasse zu einem einzigen Zustand.
Bedenken: Bei einem DEA hat jeder Zustand hat fiir jedes Zeichen einen Nachfolger.
Wenn wir Zustdnde verschmelzen, kénnte es mehrere Nachfolger geben und das Resultat
ware kein wohldefinierter DEA mehr.

Das folgende Lemma zeigt, dass unsere Bedenken nicht gerechtfertigt sind. Sind zwei
Zustidnde dquivalent, so sind auch fiir jedes Zeichen ihre Nachfolger dquivalent.

8Den Zustand ¢1; als Reprisentanten fiir die dritte Aquivalenzklasse zu wihlen ist eine vollig willkiirliche
Entscheidung. Wir kénnten genauso gut g20 oder g21 wéahlen.
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Lemma 2.3: Fir alle p, q € Q gilt:

p=q = VYaeX:i(p,a)=0d(q,a)

BEWEIS:

gdw Vw € X*: §(p,w) € F < §(q,w) € F

gdw (peFeqe F)AVae X :Yw € X% : §(p,aw) € F & (g, aw) € F
impliziert Va € ¥:Vw € ¥*: 6(8(p,a),w) € F < §(6(¢,a),w) € F

gdw Va € ¥ :d(p,a) =6(q,a) O

3
Il
S

Wir formalisieren das ,Verschmelzen“ von Zustédnden wie folgt.

Def. 2.7: Der Aquivalenzklassenautomat A= = (Q=, %, =, ¢™*_, FL) zu einem DEA
A=(Q,%,0,¢"t, F) ist bestimmt durch:

Q;:{M\qEQ} 6=([g),a) = [0(q,a)]

,G:[
it — g F=={[ql| g€ F} o

Bsp. 2.7: Der Aquivalenzklassenautomat A= zum DEA aus Bsp. 2.3 hat das folgende
Zustandsdiagramm.

0,1

[qo1] [q11]

0
1 Yq 1
Satz 2.4: Der Aquivalenzklassenautomat ist wohldefiniert und L(A=) = L(A).

BEWEIS:

1. Wohldefiniert: Es gilt zu zeigen, dass d0=([q],a) = [d(q, a)] nicht abhéingig von der
Wahl des Représentanten g € [q] ist. Dies folgt direkt aus Lemma 2.3.

2. L(A) = L(A=): Zunéchst zeigen wir via Induktion tiber die Lange von w, dass fiir
alle w € ¥* und alle ¢ € @ die folgende Aquivalenz gilt.

5(q,w) € F < 6=([q],w) € F=

LA. (n=0, alsow =¢): 0(q,e) = q € F < 6=([q],¢) = [¢q] € F=
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LS:(n~n+1)

w e L(A) <= §(¢"t,w) € F
— 6=([¢""], w) € F=
<— we L(A2) O

In den Ubungen werden wir ein Verfahren mit Laufzeit O(|Q[* - ||) zur Konstruktion
des Aquivalenzklassenautomaten kennenlernen. Es gibt aber auch schnellere Verfahren.
Mit dem Algorithmus von Hopcroft kann A= in O(|Q||X|log |Q|) erzeugt werden.

Wir werden spéater (— Satz von Myhill-Nerode) sehen, dass A= der kleinste DEA ist,
der L(A) akzeptiert.
Def. 2.8: Eine Aquivalenzrelation R C ¥* x X* heiit rechtskongruent, falls

(u,v) eR = VYweX':(u-w,v-w)E€ R. o

Motivation:? In weiteren Verlauf dieses Unterkapitels wollen wir regulire Sprachen
charakterisieren. Informell ist die Idee dieser Charakterisierung die folgende:

Angenommen, wir mochten fiir eine gegebene Sprache L einen DEA A konstruieren.
Angenommen, wir haben bereits einen ersten Entwurf gemacht und in diesem fiithren
sowohl das Wort u € ¥* als auch das Wort v € ¥* in den Zustand qqo (formal: §(¢'"®, u) =

S(qinit, v) _ (J42).

v

Abb. 2: Schematische Darstellung eines DEA, mit 6(¢'™*, u) = 6(¢"™*, v) = quo

9Dieser lilafarbene Abschnitt wurde aufgrund der Fragestunde vom 22.12.2017 nachtréaglich eingefiigt.

Vorlesung:
27.10.17
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e Angenommen, es gibt ein Wort w € ¥*, sodass die Aquivalenz uw € L < vw € L
nicht gilt. Dann wissen wir, dass unser Entwurf noch einen Fehler enthilt und
wir dafiir sorgen miissen, dass der DEA nicht sowohl von u als auch von v in g4
iiberfithrt wird.

e Angenommen, es gilt fiir alle Worter w € ¥*, dass uww € L < vw € L. Dann
wissen wir, dass es eine gute Idee war, den Automaten mit v und v in den gleichen
Zustand zu fiihren.

Angenommen, wir finden nicht nur fiir zwei Wérter u, v ein Wort w, sodass die Aquivalenz
uw € L < vw € L nicht gilt, sondern wir finden solch ein w fiir jedes Paar aus einer
unendlich groflen Menge von Wortern U.

(Formal: Vu,v € U : u # v = Jw" € ¥* : =(vw™ € L & vw™ € L))

Dann wissen wir, dass all unsere Reparaturversuche hoffnungslos sind, denn der DEA A
brauchte fiir jedes u € U einen eigenen Zustand. Doch ein DEA darf nur endlich viele
Zustdnde haben. Die Sprache L kann also nicht regulér sein.

Im weiteren Verlauf des Unterkapitels werden wir genau diese Uberlegungen formal
ausarbeiten.

Bsp. 2.8: Fiir einen DEA A definiere
Ra = {(u,0) | 0(¢"™, u) = 5(¢"™, v)}.
Beobachtung 1 R4 ist eine Aquivalenzrelation.
Dies folgt daraus, dass ,=“ eine Aquivalenzrelation ist.
Beobachtung 2 R 4 ist rechtskongruent.
Dies wird in den Ubungen bewiesen.
Beobachtung 3 Wir haben pro Zustand, der von ¢'"* erreichbar ist, genau eine Aquiva-

lenzklasse. Der Index von R4 ist also die Anzahl der erreichbaren Zusténde.

Fiir den DEA aus Bsp. 2.3 hat R4 die folgenden Aquivalenzklassen.
[e] ={0" [n e N}
[1] = {0"10™ | n,m € N}
[11]
[111]

= {w | Anzahl von Einsen in w ist gerade und > 2}

= {w | Anzahl von Einsen in w ist ungerade und > 2}

Def. 2.9: Fiir eine Sprache L C ¥* ist die Nerode-Relation wie folgt definiert.

R ={(u,v) |[Vw € ¥* :uw € L & vw € L} o
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Beobachtung 1 Die Nerode-Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Dies folgt daraus, dass ,<*“ (Biimplikation, , genau dann, wenn“) eine Aquivalenz-
relation ist.

Beobachtung 2 Die Nerode-Relation ist rechtskongruent.

BeEwEIS: Sei (u,v) € Rp. Zeige Yw € ¥* : (uw,vw) € Ryp. Wir fihren diesen
Beweis via Induktion tiber die Linge von w.

LA. (n =0) Fir w = ¢ ist (ue,ve) = (u,v) € Ry.

LS. (n ~ n + 1) Betrachte mit w = w’a ein beliebiges Wort der Lénge n. Nach
Induktionsvoraussetzung ist dann auch (uw’,vw’) € Ry.

/ / Def. Rp * / /
(vw',vw') € Ry, gdw VzeX ruw'ze LesvwzelL

zerlege z=az’

impliziert Va € 3,2’ € ¥* 1 uw'a?’ € L & vw'a?’ € L

Def. Ry,
impliziert (uw'a,vw'a) € Ry, O

Bsp. 2.9: Sei ¥ = {0,1}. Die Sprache L = {w € ¥* | vorletztes Zeichen von w ist 1}
hat die folgenden Aquivalenzklassen beziiglich der Nerode-Relation.

e] = {w | w endet mit 00} U {e,0}
1] = {w | w endet mit 01} U {1}

[10] = {w | w endet mit 10}
[11] = {w | w endet mit 11}

Bsp. 2.10: Fiir ein beliebiges Alphabet X gilt:

1. Die Sprache L = {e} hat genau zwei Aquivalenzklassen beziiglich der Nerode-
Relation. Eine Aquivalenzklasse ist {€}, die andere ist X7.

2. Die Sprache L = {} hat genau eine Aquivalenzklasse (nimlich $*) beziiglich der
Nerode-Relation.

Bsp. 2.11: Sei ¥ = {0, 1}. Die Sprache Lceptered = {0"10™ | n € N} hat beziiglich der
Nerode-Relation die folgende Menge von Aquivalenzklassen:

{[w'] | w' ist Préfix eines Worts w € Leentered} U {[11]}

Dabei gilt, dass fiir je zwei verschiedene k € N auch die Aquivalenzklassen [0¥1] verschie-
den sind. Somit gibt es unendlich viele Aquivalenzklassen.

Bemerkung: Die Aquivalenzklasse [11] enthilt alle Wérter, die kein Préfix eines Worts
aus Leentered Sind.
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Bsp.: Die Sprache L = {w € {a,b}" | #4(w) > #3(w)} hat beztiglich der Nerode-
Relation die folgende Menge von Aquivalenzklassen:'?

{[w0] | #a(w) — #(w) = b, € 7}

Satz 2.5 (Myhill und Nerode): Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. L C ¥* wird von einem DEA akzeptiert.

2. L ist Vereinigung die von Aquivalenzklassen einer rechtskongruenten Aquivalenz-
relation mit endlichem Index.

3. Die Nerode-Relation R, hat endlichen Index.

BEWEIS: Wir beweisen die paarweise Aquivalenz in drei Schritten:
(1) =(2), 2)=03) wd 3)=(1)

(1) = (2) Sei A ein DEA mit

L(A) = {w | §(¢"" w) € F} = J{w | §(¢"",w) = q}.

qEF

Nun sind {w | ) (¢ w) = q} genau die Aquivalenzklassen der Relation R4 aus Bsp. 2.8,
einer rechtskongruenten Aquivalenzrelation. Der Index ist die Anzahl der erreichbaren
Zustande und somit endlich: Index(R4) < |Q| < oo.

(2) = (3) Sei R einer rechtskongruente Aquivalenzrelation mit endlichem Index, sodass
L die Vereinigung von R-Aquivalenzklassen ist.

Es geniigt zu zeigen, dass die Nerode-Relation R;, eine Obermenge von R ist.!!

(u,v) ER = wu€Lswvel, dalL Vereinigung von Aquivalenzklassen ist
= YweX :uweLsovwelL, da R rechtskongruent
= (u,v) € Ry, mnach Definition der Nerode-Relation

Es gilt also R C Ry, und somit Index(Ry) < Index(R) < oo.

"Dieses Beispiel wurde aufgrund der Fragestunde vom 22.12.2017 nachtraglich eingefiigt.

' Zur Erklirung: Falls R C Rr, dann gilt Index(R) > Index(Rr). Intuitiv: Je mehr Elemente eine
Aquivalenzrelation R enthilt, desto mehr Elemente sind bzgl. dieser Relation dquivalent, d.h. desto
weniger unterschiedliche Aquivalenzklassen gibt es.
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(3) = (1) Gegeben Ry, konstruiere A = (Q, %, d, ¢, F)
e Q={[wlr, |weX*} endlich, da Index(Ry) endlich
o d([w],a) = [wa] wohldefiniert, da Ry, rechtskongruent
. gt =[]
e F={[u]|we L}

Wir wollen nun L(A) = L zeigen. Dafiir beweisen wir zunéchst via Induktion iiber die
Léange von w die folgende Eigenschaft.

Vw e X* : Vo € B : 6([v],w) = [v- w]

LA (w=¢): 0([v],e) =[v] =[v-€]
I.S. Sei w = aw’ beliebiges Wort der Linge n + 1.

o([v],aw’) = (E
4

1= |

I
e

Nun zeigen wir L(A) = L wie folgt:

we L(A) gdw &([e],w) € F
gdw [w] € F, (via Induktion gezeigte Eigenschaft fiir v = ¢)

gdw we L O
Vorlesung:
Korollar 2.5: Der im Beweisschritt (3) = (1) konstruierte Automat .4 ist ein minimaler ~ 3.11.16
Automat (bzgl. der Zustandsanzahl) fiir eine regulare Sprache L. o

BEWEIS: Sei A’ ein beliebiger DEA mit L(A’) = L.

Aus ,1 = 2“ wissen wir, dass Index(R4/) < |Q’] gilt.

Aus ,,2 = 3% wissen wir, dass Ry C Ry, und somit Index(Ry) < Index(R 4/) gilt.

In ,3 = 1“ definieren wir A, sodass |Q| = Index(Rz) < Index(R4) < |Q'| gilt.

Fiir einen beliebigen DEA A’ ist |Q| also nie grofier als |@Q’]. O
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2.3 Pumping Lemma (PL) fiir reguldre Sprachen

Welche interessanten Eigenschaften haben regulére Sprachen?
Notation: Sei bin : {0,1}* — N die Decodierung von Bitstrings in natiirliche Zahlen;
z.B. bin(101) = 5, bin(e) = 0.

Bsp. 2.12: Betrachte den folgenden DEA, der die Sprache der Bindrcodierung von
durch drei teilbaren Zahlen akzeptiert: L = {w € {0,1}* | bin(w) =3 0}

0 1
1 0

Beobachtungen:
o Es gilt offensichtlich, dass 11 € L.
o Es gilt auch, dass 1001 € L.

« Der Automat hat eine Schleife bei § (g1,00) = g1, die mehrfach ,abgelaufen® werden
kann, ohne die Akzeptanz zu beeinflussen.

o Also gilt auch 100001 € L.
o Im Allgemeinen gilt Vi € N : 1(00)’1 € L.

Verdacht: Alle ,langen“ Worter lassen sich in der Mitte ,,aufpumpen®. Wir formalisieren
diesen Verdacht im folgenden Lemma.

Lemma 2.6 (Pumping Lemma): Sei L eine reguldre Sprache. Dann gilt:

neN, n>0: Vzel, |2>n:
Ju,v,w € X*:
z =wvw, |uv| <n, |v] >1

und Vi € N : wo'w € L

BewEIs: Sei A = (%,Q,6,¢"t, F) ein beliebiger DEA fiir L. Wihle n = |Q| und 2z € L

beliebig mit |z| > n. > n+1

——
Beim Lesen von z durchléuft A4 genau |z| + 1 Zusténde. Somit gibt es mindestens einen
Zustand ¢ € @, der mehrmals besucht wird (Schubfachprinzip).
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Waiéhle den Zustand ¢, der als Erster zweimal besucht wird.

Nun gilt:  Ju: (¢, u) = ¢ u Préfix von z
Ju: (qv)=gq uv Préafix von z
Jw: dqw)EF uw = z
o] =1
luv| <n da g als Erster zweimal besucht wird

S

(q,v"w)
(q,w) denn Vi : §(¢,v") = ¢

Es folgt fiir beliebiges i € N :  §(¢™*, uv'w) =

m
N o

O]

Bsp. 2.13: Die Sprache Leentered = {0"10™ | n € N} ist nicht regulér.
Wir geben hierfiir einen Widerspruchsbeweis mit Hilfe des Pumping Lemmas PL.

Sei n die Konstante aus dem PL. Wihle z = 0710™. (Giiltige Wahl, da |z| =2n+1 > n)
Laut PL existieren u, v, w, sodass z = uvw mit |v| > 1, |uv| < n und Vi € N : uv'w € L.
Nach Wahl von z gilt nun

e uv=0"mitm<n
e v=0"mitk>1
e w=0"""10"

Betrachte uv?w = 0m~*02k0"—™10" = 0"**10" ¢ L. Widerspruch! Somit ist L nicht
reguldr.

Zur Illustration:

2.4 Nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA)

Aufgabe: Konstruiere fiir eine natiirliche Zahl n € N einen DEA fiir die folgende Sprache.
L, = {w € {0,1}* | das n-letzte Symbol von w ist 1}

Naiver Losungsversuch:
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5
Hg%lgﬁ 2@

n

Abb. 3: Nichtdeterministischer Automat fur L,,

Problem: Das Zustandsdiagramm beschreibt keinen DEA: Der Startzustand hat zwei
ausgehende Kanten fir 1.

Untersuche die Sprache mit Hilfe der Nerode-Relation. Beobachtung: Je zwei Worter der
Lénge n sind in unterschiedlichen Aquivalenzklassen. Es gibt also mindestens 2" Aqui-
valenzklassen; aus Korollar 2.5 wissen wir, dass ein minimaler DEA, der L,, akzeptiert,
mindestens 2" Zustidnde haben muss.

Idee: Definiere einen neue Art von Automaten, bei dem ein Zustand pro Zeichen mehrere
Nachfolger haben darf.

Def. 2.10 (NEA): Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA), (NFA = non-
deterministic finite automaton) ist ein 5-Tupel

N =(2,Q,6¢", F).
Dabei ist
e Y ein Alphabet,
e () eine endliche Menge, deren Elemente wir Zustinde nennen,
e §:Q x X — P(Q) eine Funktion, die wir Transitionsfunktion nennen,
e ¢t € @ ein Zustand, den wir Startzustand nennen und
e ' C (@ eine Teilmenge der Zustdnde, deren Elemente wir akzeptierende Zustéinde

nennen. <&

Bemerkung: Die Definition des NEA unterscheidet sich vom DEA also nur in der Tran-
sitionsfunktion. Beim DEA ist der Bildbereich der Transitionsfunktion die Menge der
Zustande Q). Beim NEA ist der Bildbereich die Potenzmenge P(Q) der Zustandsmenge Q.
Analog zu DEAs werden wir auch NEAs mit Hilfe eines Zustandsdiagramms beschrieben.
Zum Beispiel beschreibt Abb. 3 fiir jedes n € N einen NEA fiir die Sprache L,,.

Im Folgenden sei N/ immer ein NEA.
Def. 2.11: Wir nennen eine Folge von Zustanden qq; ...q, einen Lauf von N ber

w=aj...ay, falls ¢; € 6(gi—1, a;) fur alle ¢ mit 1 < i < n. Wir nennen einen Lauf initial,
falls go = ¢™*. Wir nennen einen Lauf akzeptierend, falls ¢, € F. o



2 Regulare Sprachen und endliche Automaten 24

Def. 2.12: Ein Wort w € ¥* wird von N akzeptiert, falls N einen initialen und akzeptie-
renden Lauf iiber w hat. Die von N akzeptierte Sprache ist die Menge der von N akzep-
tierten Worter, d.h. L(N) = {w € ¥* | 3 initialer, akzeptierender Lauf von N iiber w}.

o

Bsp. 2.14: Der NEA fiir die Sprache
Ly = {w € {0,1}*| das zweitletzte Zeichen von w ist 1 }

hat die folgende graphische Représentation.

Bemerkung: Die Frage, ob ein gegebenes Wort w akzeptiert wird (das ,,Wortproblem*),
ldsst sich fiir NEAs nicht mehr so leicht beantworten wie wir es von DEAs gewohnt sind.
Ein sinnvolles Vorgehen scheint, jeden initialen Lauf zu betrachten, doch z.B. fiir das
Wort 111 hat obiger NEA bereits drei verschiedene initiale Laufe: goqoqo, goqoq1, 9090q2-

Bemerkung: Die Definitionen von NEA und DEA in der Literatur sind nicht einheitlich.
Es gibt dquivalente NEA-Definitionen, die statt der Transitionsfunktion § : Q) x ¥ —
P(Q) eine Transitionsrelation § C @ X ¥ x @ verwenden. Es gibt alternative NEA-
Definitionen, die eine Menge von Startzustinden erlauben. Alternativ kénnte man auch
zunéchst den NEA einfiithren und den DEA als Spezialfall dessen definieren (Spezialfall:
Das Bild der Transitionsfunktion ist einelementig fiir alle ¢ € @ und a € X).

Bemerkung: Zu jedem DEA A = (3, @, J, ¢™¢, F) gibt es einen NEA, der die gleiche Spra-
che akzeptiert. Beispiel: der NEA N = (%, Q, dnea, ¢™, F) mit dnea(q, a) = {0(q,a)},
der sich von A nur in der Transitionsfunktion unterscheidet.

Satz 2.7 (Rabin und Scott): Zu jedem NEA N mit n Zustédnden gibt es einen DEA
Ap mit 2" Zusténden, sodass L(Ap) = L(N) gilt.

Zur Vorbereitung des Beweises machen wir zunédchst die folgende Definition.

Vorlesung:
8.11.17
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Def. 2.13 (Potenzmengenautomat): Fiir einen gegebenen NEA N = (X, Q, 5, ¢, F)
ist der Potenzmengenautomat Ap wie folgt definiert.

Qr =P(Q)
p(p,a) = |J{d(g,a)}
qipnit — {qinit}
Fp={peQp|pNF#a} ©

Bsp. 2.15: Der Potenzmengenautomat fiir den NEA aus Bsp. 2.14 hat das folgende
Zustandsdiagramm.

\

!
\1)

({0, Q2})

0

{QO7 q1, QZ} D 1

Die vier Zustidnde auf der rechten Seite sind nicht erreichbar.

BEWEIS (von Satz 2.7): Zeige L(Ap) = L(N). Dafiir beweisen wir zunéchst via Induk-
tion lber die Linge von w die folgende Eigenschaft:

Vw e X Vp e Qp\{{}} Vg Q:

q€dp(p,w) < Iqo,q1,-..,qn € Q, sodass n = |wl|,qo € pund ¢, = ¢
—_——
Lauf

LA. (n =0, also w = ¢): Gilt trivialerweise, da p # {}.
LS. (n ~» n+1): Sei w = aw’ ein beliebiges Wort der Lange n + 1.

q € op(p,w) < q € op(6p(p,a), w')

LV.
4 HQLQ% ce oy Qn4l S Q7 SOdaSS n = |w/|,QI S 573(])) CL) und dn+1 = (¢
—_—
Lauf
<~ HQqu% - 3 Qqn+1 € Qv sodass n = |w/|73q0 €Ep:Iq1 € 6(q07a> und dn+1 = ¢
—_————
Lauf

< 340,491,625 qny1 € Q, sodass n+ 1= |w|,qo € p und ¢,41 = ¢
Lauf
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Mit Hilfe dieser Eigenschaft zeigen wir nun die Gleichheit L(Ap) = L(N).

w e L(Ap) & dp(dlt,w) € Fp
& dgr € Sp(qip”it,w) NnF

< 3q0,q1,---,qn € Q, sodass n = |w|,q0 € ¢"* und ¢, € F
T

& J initialer, akzeptierender Lauf von N iiber w

< w e LN) O

Bemerkung: Es gelten also die folgenden Aquivalenzen.

L regular "&2% = L(A) fiir einen DEA A <= L = L(N) fiir einen NEA N/

Bemerkung: NEAs sind eine exponentiell kompaktere Représentation von reguldren
Sprachen im folgenden Sinne:

1. Es gibt mit L,, (n-letztes Zeichen) eine Menge von Sprachen, die sich durch einen
NEA mit n + 1 Zustdnden darstellen lassen, aber bei denen ein minimaler DEA
mindestens 2" Zusténde hat. (Siehe Ubungsblatt 3, Aufgabe 2).

2. Zu jedem NEA mit n Zusténden gibt es einen DEA mit 2" Zustdnden, der die
gleiche Sprache akzeptiert. (Satz 2.7).

3. Zu jedem DEA mit n Zustdnden gibt es einen NEA mit n Zustdnden, der die
gleiche Sprache akzeptiert.

2.4.1 =-Ubergénge

In diesem Unterkapitel fiihren wir mit dem e-NEA ein weiteres Automatenmodell ein.
Wir wollen e-NEAs zunéchst durch die folgende Fragestellung und anschlieffende Dis-
kussion motivieren.

Frage: Gegeben zwei reguldre Sprachen L1, Lo, ist auch die Konkatenation Li - Lo eine
regulédre Sprache?

Idee: Gegeben DEA A; mit L(A;) = L und DEA A mit L(As) = La, konstruiere NEA
fur Ly - Lo durch ,Hintereinanderschalten“ von A; und As; immer wenn wir in einem
akzeptierenden Zustand von A; sind, erlauben wir, in Ay zu ,wechseln®.

Erste, naive (und inkorrekte) Umsetzung dieser Idee: Verschmelze akzeptierende Zustan-
de von A; mit dem Startzustand von As; Wir betrachten die folgenden Automaten, um
zu sehen, dass diese Umsetzung nicht zielfithrend ist.
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Bsp. 2.16: Links: DEA A;, der Automat aus Bsp. 2.14 eingeschrankt auf die erreichba-
ren Zustédnde. Rechts: DEA A mit der Sprache {w € {0,1}* | Anzahl 1 in w ungerade}.

Dieser NEA akzeptiert nun auch das Wort w = 11011. Allerdings ist w nicht in der
Konkatenation L(A;) - L(Az), denn es gibt keine Zerlegung w = wy - we, sodass sowohl
das Prifix wy von A; als auch das Suffix wy von As akzeptiert wird.

Das ,Verschmelzen“ von ps (bzw. p3) mit sy war also keine gute Idee. Was uns aber
helfen wiirde: ein Zustandsiibergang, der es uns erlaubt, von Zustand ps (bzw. p3) in
den Zustand sy zu gehen, ohne dabei ein Zeichen zu lesen.

Wir nennen solch einen Zustandsiibergang e-Ubergang und definieren einen Automaten,
der solche Zustandsiibergéinge haben kann, wie folgt.

Def. 2.14 (s-NEA): Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit -Ubergingen
ist ein 5-Tupel N
B = (Ev Qa 57 qlmt) F)
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wobei ¥, @, ¢'"t, F wie bei NEAs (bzw. DEAs) definiert sind und die Transitionsfunktion
den folgenden Typ hat.

§:Qx (ZU{e}) = PQ) o
Vorlesung:

Bsp. 2.17: Zustandsdiagramm eines e-NEA iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}. 10.11.17

Im Folgenden sei B immer ein e-NEA.

Wie bei den bisher definierten Automaten wollen wir mit Hilfe eines e-NEA eine Sprache
definieren. Wir benétigen dafiir zunédchst zwei weitere Definitionen.

Der e-Abschluss ist eine Abbildung, die jedem Zustand ¢ die Menge der Zustdnde zuord-
net, die von ¢ iiber e-Ubergiénge erreichbar sind. Wir definieren diese Abbildung formal
wie folgt. Dabei verwenden wir den Abbildungsnamen ecl, um an den englischen Begriff
»& closure“ zu erinnern.

Def. 2.15: Der e-Abschluss eclp : Q@ — P(Q) ist die kleinste Abbildung, die fir alle
q,¢,q" € Q die folgenden Eigenschaften erfiillt:

q € eclp(q)
q €eclg(q) und ¢" € 6(¢',e) = ¢" € eclp(q) ©

Offensichtlich kann immer eine endliche explizite Représentation von eclg berechnet
werden: Starte in jedem Zustand einmal und folge mit Breitensuche allen e-Kanten im
Zustandsdiagramm.

Bsp.: Fiir den e-NEA aus Bsp. 2.17 sieht eclg wie folgt aus:

Q‘ do ‘ q1 \Q2‘Q3‘

|
ecl(q) H {90, 01, 2, 43} . {1, 42,03} . {a2} . {a2. 93} .

Als Néchstes definieren wir eine dreistellige Relation, die uns fir je zwei Zusténde sagt,
welche Worter den Automaten vom ersten Zustand in den zweiten Zustand iiberfithren.
Der Name der Relation ,reach® soll dabei an des englische Wort ,reachability* erinnern.
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Def. 2.16: Die Erreichbarkeitsrelation reachg C () x ¥* x Q) ist die kleinste Relation,
die fiir alle q,¢’,¢”,q" € Q und fiir alle w € ¥* die folgenden Eigenschaften erfiillt:

¢ €eclglq) = (q,&,q¢) € reachg
q €eclg(q),q" € 0(¢',a) und (¢",w,q") € reachg = (q,aw,q”) € reachg ¢

Fiir den e-NEA aus Bsp. 2.17 kénnen wir reachg mit Hilfe der folgenden Tabelle angeben.
Dabei bedeutet der Eintrag von einer Sprache L in Zeile ¢; und Spalte g;, dass fiir alle
w € L das Tripel (g;,w, g;) in reachg enthalten ist.

reachg || g0 | @1 9 a3
a || {e} | {0} | {6} - {a}" | {b}" - {a}”
q | Y [ {63 | {0} {a} | {0} - {a}
@2 | {3| ¢ {a}” {a} - {a}
e | {3 {a}” {a}”
Def. 2.17: Ein Wort w € * wird von B akzeptiert, wenn (¢™,w,qs) € reachp fiir

ein ¢f € F. Die von B akzeptierte Sprache L(B) ist die Menge der von B akzeptierten
Wérter, d.h. L(B) = {w € ¥* | 3¢ € F : (¢, w, q) € reachg}. o

Offensichtlich gibt es zu jedem NEA N einen e-NEA B, der die gleiche Sprache akzeptiert.
Die Konstruktion ist dabei einfach: Erweitere die Transitionsfunktion um 6(q,e) = {}
fir alle ¢ € Q. Fiir die Sprachgleichheit zeigen wir via Induktion iiber die Lénge von w,
dass fiir alle Worter w € ¥* gilt:

3 Lauf qo,q1,...,q, von N iiber w < (qo,w,qy) € reachp
Der folgende Satz zeigt uns, dass auch die umgekehrte Richtung gilt.
Satz 2.8: Zu jedem e-NEA B gibt es einen NEA N, sodass L(N) = L(B) gilt.
Zur Vorbereitung des Beweises machen wir zunédchst die folgende Definition.

Def. 2.18 (e-freier Automat): Fiir einen gegebenen e-NEA B = (%, Q, §, ¢™¢, F) defi-
nieren wir den NEA N = (2, Q, 6p7, ¢, Fir) mit

In(g,a) = U {d"13¢" : ¢" € 6(¢',a) und ¢" € eclp(q”)}
q' €ecli(q)

Fy={q€Q|3qr € F:qy €ecls(q)}

und nennen diesen NEA den e-freien Automaten von B. o
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Bsp. 2.18: Der e-freie Automat fiir den e-NEA aus Bsp. 2.17 hat das folgende Zu-
standsdiagramm.

BEWEIS (von Satz 2.8: e-Eliminierung): Zeige L(N) = L(B). Dabei verwenden wir die
folgende Eigenschaft, die wir via Induktion iiber die Linge von w in den Ubungen zeigen
werden.

Yw € Xt Vq,¢d €Q:

(¢,w,q') € reachg < Jqo,q1,...,qn € Q, sodass n = |w|,qo = ¢ und g, = ¢
—_——
Lauf

Mit Hilfe dieser Eigenschaft kénnen wir nun leicht fiir w # € zeigen:

w € L(B) Def.2:3 Jq; € F: (¢™, w,qy) € reachg
& dgr € Fn 1 qo,q1,---,qn € Q, sodass n = |w|,qo = ¢ und ¢, = qr
—_—

Lauf
Def, 217y e L(N)

Der Fall w = ¢ folgt mit ¢ € L(B) < 3¢ € F Neclg(¢") & ¢"t € Fy < e LN). O

Mit Hilfe der e-NEAs greifen wir nun die zu Beginn von Abschnitt 2.4.1 aufgeworfe-
ne Fragestellung wieder auf und zeigen, dass fir je zwei reguldre Sprachen auch die
Konkatenation regular ist.

Wir geben hierfiir zunéchst eine Konstruktion an.

Def. 2.19: Gegeben zwei e-NEA B; = (2, Q;,6;, ¢, F}), i = 1,2, definieren wir den

(2
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e-NEA fiir Konkatenation B = (X, Q, 6, ¢™t, F) wie folgt.

Q=0Q1UQ
d1(g, ) q€EQiN(gg Fiva#e)
§(g,z) =< 51(g,z) U {gM} qe Az =c¢
d2(q, ) q€ Q2
gt — ginit
F=F o

Bsp. 2.19: Der e-NEA fiir Konkatenation fiir die beiden Automaten aus Bsp. 2.16 hat
das folgende Zustandsdiagramm.

Lemma 2.9: Die vom e-NEA fiir Konkatenation akzeptierte Sprache ist L(B;)-L(Bz2).
BEWEIS: Zeige via Induktion iiber die Lénge von wi, dass Vwi,we € X*, Vg1 € Q1,
Vg € F,V¢, € Q2 die folgende Eigenschaft gilt.

(q1,w1,q)) € reachg, und (¢™*, wo, ¢h) € reachs, <  (qi,w,qb) € reachg

Mit dieser Eigenschaft folgt leicht fiir alle wy,wq € ¥*:

wy € L(By) und wy € L(B2) <& wy-we € L(B) O

2.5 Abschlusseigenschaften

Vorlesung:

Def. 2.20: Eine Menge X heiflt abgeschlossen unter Operation f : X" — X, falls 15.11.17
Vey,...,xn € X f(xg,...,2,) € X. o

Zum Beispiel sind die natiirlichen Zahlen abgeschlossen unter Addition, aber nicht ab-
geschlossen unter Subtraktion.

Im Folgenden schreiben wir REG fiir die Menge aller reguléren Sprachen.
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Lemma 2.10: Die Menge REG der reguldren Sprachen ist abgeschlossen unter Kom-
plement.

BEWEIS: Sei L eine regulire Sprache. Dann gibt es (per Definition) einen DEA A =
(2,Q,6,¢"t, F) der L akzeptiert. Wir konstruieren den DEA A = (%,Q, 6, ¢™, Q\F)
fiir L, bei dem ein Zustand genau dann akzeptierend ist, wenn der Zustand in A nicht
akzeptierend ist. Man kann leicht zeigen, dass L(A) = L; somit ist auch L regulir. [

Lemma 2.11: Die Menge REG der reguldren Sprache ist abgeschlossen unter dem
Stern-Operator.

BEWEIS: Sei L eine regulire Sprache. Dann gibt es einen e-NEA B = (3, Q, J, ¢™¢, F),
der L akzeptiert. Wir konstruieren einen NEA B, = (3, Q U {¢"*}, 6., ¢Mt, F U {¢I"*})
fir L*, indem wir

e einen neuen akzeptierenden Startzustand einfiihren,
« vom neuen Startzustand einen e-Ubergang zum alten Startzustand hinzufiigen und

« von jedem akzeptierenden Zustand einen e-Ubergang zum alten Startzustand hin-

zufiigen.
0(q,x) q¢ F oder x #¢
S(g,x)U{g"™} geFundz=¢
o:(q, ) = (a2 DAL init
{} g=¢M™und x € ¥
{qinit} q= q>iknit und £ = ¢

Man kann via Induktion iiber die Lange von Wértern zeigen, dass L(B,) = L* gilt. O

Bemerkung: Die Menge der reguldren Sprachen REG ist unter den folgenden Operatio-
nen abgeschlossen.

(Durchschnitt)  Satz 2.1

(Vereinigung) Présenziibungen erste Woche, Aufgabe 3
(Komplement) Lemma 2.10

(Konkatenation) Lemma 2.9

(Kleene-Stern)  Lemma 2.11

*

2.6 Reguldre Ausdriicke
2.6.1 Motivation

Problemstellung: Sie haben auf Threm Rechner irgendwo eine Textdatei mit Notizen zu
dieser Vorlesung, kénnen sich aber gerade nicht an den Pfad erinnern. Sie wissen aber
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noch, dass die Zeichenkette info3 oder infoIII enthalten ist. Moglicherweise war das i
am Anfang aber auch grofl geschrieben. Da Sie mehrere Dateien mit dieser Zeichenkette
haben, soll der Rechner jeweils Dateinamen und die entsprechenden Zeilen ausgeben.

Auf Systemen, auf denen die GNU Tools installiert sind, kann dieses Problem mit dem
folgenden Befehl gelost werden.

grep -t "\(I\1i\)nfo\(III\|3\)" /

Konzeptuell soll Thr Rechner hier Instanzen des Wortproblems 16sen. Thre Sprache besteht
aus allen Zeichenketten, die info3 in den oben beschriebenen Varianten enthalten. Die
Worter, die getestet werden sollen, sind die Zeilen aller Dateien auf dem Rechner.

Eine Umsetzung: Gib dem Rechner den folgenden NEA, welchen er dann in einen DEA
konvertiert, um das Wortproblem effizient zu 16sen.

by

Problem: Dem Rechner einen Graphen als Eingabe zu {ibermitteln ist unkomfortabel
oder zeitaufwéndig. Wir fithren deshalb einen weiteren textbasierten Formalismus fiir
regulire Sprachen ein. Dieser hat grofie Ahnlichkeiten zum dem in der Praxis verwende-
ten Input von grep.

Def. 2.21: Die Menge RE(X) der reguldren Ausdricke wber 3 ist induktiv definiert
durch:
« 0 € RE(Y)
e c€ RE(Y)
e ac RE(Y) fur allea e ¥
o falls r,s € RE(X)
e (r+s)e RE(Y)
e (r-s) € RE(Y)
« "€ RE(Y) o



2 Regulare Sprachen und endliche Automaten 34

Konventionen: Wir méchten nicht immer alle Klammern schreiben miissen. Wir fithren
deshalb die folgenden Prazedenzregeln ein: .« bindet stirker als ,,-“ und ,,-“ bindet stér-
ker als ,,4+“ Nach Definition der Semantik werden wir auflerdem sehen, dass ,,-“ und ,,+“
assoziativ sind. Unsere Konvention ist: Sofern mit Hilfe dieser Regeln der regulidre Aus-
druck zweifelsfrei rekonstruiert werden kann, diirfen wir Klammern und ,,-“ weglassen.
Wir schreiben z.B. 110 + 0 statt ((1-(1-0)) + 0).

Bsp. 2.20:

1. (A+. .. +Z+a+. . .+z+0+...+9) " (I+i)nfo (3+III) (A+...+Z+a+...+z+0+...+9)"
ist ein regulirer Ausdruck'? iiber dem Alphabet ¥ = {A,...,Z,a,...,2,0,...,9}.

(0e)* + a ist ein regularer Ausdruck iiber ¥ = {a}.
Dele ist ein regularer Ausdruck iiber jedem Alphabet.
aaaabbbbbbb ist ein reguldrer Ausdruck iiber ¥ = {a, b}.
ab” ist kein regulirer Ausdruck

(0+1-(01*0)* - 1)* ist ein reguldrer Ausdruck tber ¥ = {0, 1}.

A A

Wir geben reguldren Ausdriicken mit Hilfe der folgenden Definition eine Semantik.

Def. 2.22: Die durch einen reguldren Ausdruck beschriebene Sprache [-] : RE(X) —
P(X*) ist induktiv definiert durch:

[0] = @

[e] = {e}
[a] ={a} a€X
[(r+s)] = [r]U[s]
[(r-s)]=1[r]-[s]
[r] = [r]" o
Bsp. 2.21:

[a+©e)] = lau(l0]-[D)” = {apu @) = {apu{e} = {ae}

Bsp. 2.22: Die aus Bsp. 2.14 bekannte Sprache
Ly = {w € {0,1}" | das zweitletzte Zeichen von w ist 1}

wird durch den reguldren Ausdruck (0 + 1)*1(0 + 1) beschrieben.

12Wir verwenden hier A+. . .+Z als Abkiirzung fiir die Disjunktion aus 26 Zeichen. Der eigentliche regulire
Ausdruck besteht aus der Disjunktion; die drei Punkte kommen darin nicht vor.
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Satz 2.12 (Kleene): L ist regulidr < L ist Sprache eines reguldren Ausdrucks.

BEWEIS (Kleene, «<): Betrachte zu einem regulérem Ausdruck r € RE(X) die durch
diesen erzeugte Sprache L = [r]. Zeige via strukturelle Induktion iiber den Aufbau
reguldrer Ausdriicke, dass [r] reguldr ist.

LA: o =0, [r] =0 ist regular

o r =g, [r] = {e} ist reguldr

o 7 =ua, [r] ={a} ist regulir (NEA: HO—%@ )
LV.: Fir ¢ € {1,2} gilt: [r;] ist regulér.
IS: e r =11 +rey [r] = [ri] U[re] ist reguldr nach I.V. und Abschluss unter
Vereinigung (gezeigt in Priasenziibungen, Aufgabe 3)

o 7 =r1-19, [r] = [r1] - [r2] ist reguldr nach I.V. und Lemma 2.9

o r=r%, [r] = [r1]* ist reguldr nach I.V. und Lemma 2.11 O

Im verbleibenden Teil des Abschnitts zu reguldren Ausdriicken werden wir zeigen, dass
wir flir jeden DEA einen reguldren Ausdruck mit der gleichen Sprache konstruieren
konnen. (Richtung ,=-“ von Satz 2.12). Um unsere Idee zu beschreiben, bendtigen wir
zunéchst die folgende Definition.

Def. 2.23: Sei A = (Q,%,0, qi~"it, F) ein DEA. Fiir einen Zustand ¢ € Q ist die Sprache
des Zustands Ly = {w € ¥* | 6(q,w) € F'} die Sprache der Worter, die von Zustand ¢
aus in einen akzeptierenden Zustand fithren. o

Im Folgenden betrachten wir einen beliebigen DEA und nummerieren dessen Zustédnde
Q ={qo,q1,...,qn}. Wir leiten nun ein Gleichungssystem zwischen den Sprachen L,
her.

Ly = {we S| §(giw) € F)

Zunéchst teilen wir Lg, in den Teil, der (potentiell) das leere Wort enthélt, und den Teil,
der die nicht-leeren Worter enthélt.

={ela e Fyu | {a}{w' € ¥ §(3(a1, a),w') € F}
1Y

Die nicht-leeren Worter héngen von den Sprachen der Folgezustdnde ab

={e|qgu e F}U U {a}Ls(g,.a)
agX



2 Regulare Sprachen und endliche Automaten 36

Anstatt die Vereinigung iiber die Transitionen a und Folgezustandssprachen L,; zu bil-
den, lassen sich die nicht-leeren Woérter von L, auch als Vereinigung iiber alle Zustande
mit entsprechend gewéhlten Koeffizienten A;; formulieren; die Zusténde, die keine Fol-
gezustande sind, haben den Koeffizienten ().

={elge FYu|J{aeX | (g, a) =g} Ly
'7:0 Aw‘?é

Diese Gleichungen lassen sich analog als Gleichungen von reguldren Ausdriicken r; for-
mulieren:

ri=N(g)+ > Rir; (RegExG1Sys)
j=0

wobei [r;] = Lg, und R;j = Y {a € ¥ | (¢, a) = g;} mit € € [R;;] und

q €F

N(g) = {@ Y

Bsp. 2.23: Wir wollen diese Gleichungen zunéchst an einem Beispiel betrachten und
verwenden dafiir den aus Bsp. 2.12 bekannten DEA, der die Sprache der Bindrcodierung
von durch drei teilbaren Zahlen akzeptiert: L = {w € {0,1}* | bin(w) =3 0}.

0

1 0
aOBOWO="
1 0
Abb. 4: DEA | modulo 3“

Wir erhalten das folgende Gleichungssystem mit drei Unbekannten.

ro=e+0-ro+1-7m
r1=1-rg+0- 79

ro=0-r14+1-1r9

Wir kennen bisher kein systematisches Verfahren zum Losen solcher Gleichungen und
betrachten deshalb das folgende Lemma.

Vorlesung:
17.11.2017
Lemma 2.13 (Ardens Lemma):

Fiir die Gleichung X = A - X U B iiber den Sprachen A, B, X C ¥* gilt:



2 Regulare Sprachen und endliche Automaten 37

1. Die Sprache A*B ist eine Loésung fiir X.
2. Falls € ¢ A, so ist diese Losung eindeutig.
BEWEIS:
1. Wir kénnen leicht nachrechnen, dass A* B tatséchlich eine Losung ist.

AXB = (AA"U{e})B=A- (AXB) UB

2. Sei e ¢ A. Aus dem Beweis fiir 1. wissen wir auflerdem, dass jede Losung eine
Obermenge von A*B sein muss. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis, dass keine
Losung ein Wort x € ¥* mit « ¢ A*B enthalten kann.

Angenommen, es gibe Worter  mit dieser Eigenschaft. Dann gibt es auch Worter

minimaler Lange mit dieser Eigenschaft. Sei w solch ein Wort minimaler Lange. Da

alle Losungen von der Form &UA"_lB U---UABU B sind, hat w die Form
Sw ZFw

w=1uy...upw mit uy,...,u, € A und w’ € X. Fallunterscheidung;:

e w' € A*B = we A"A*B C A*B — Widerspruch!

e w' ¢ A*B = W' ist bereits Element einer Losung. Widerspruch zur minimalen
Lénge von w.

Die Sprache A*B ist also die einzige Losung fiir X. O
Wir kénnen Ardens Lemma wie folgt auch fiir reguldre Ausdriicke formulieren:

Korollar 2.14: Seien rx,r4,7rp regulire Ausdriicke mit € & [ra], sodass die folgende
Gleichung gilt:
[rx] =[ra-rx +r8]
Dann ist der reguldre Ausdruck
rhTB
eine Losung fiir rx, welche die Gleichung erfillt. AuBlerdem erzeugen alle anderen Lo-
sungen die gleiche Sprache wie r%rp. o

Wir haben nun alle Hilfsmittel, um den Beweis fiir die fehlende Richtung zu fiihren.

BewEis (Kleene, =): Sei A = (3,Q,d,¢™t, F) der oben diskutierte DEA mit Q =
{q0,q1,- - -, qn} und ¢"* = qo, fiir dessen Sprache wir einen reguliren Ausdruck konstru-
ieren moéchten.
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Mit Hilfe von Ardens Lemma (und weiteren Rechenregeln fiir Sprachen) kénnen wir nun
das Gleichungssystem (RegExGISys) iterativ 16sen. Wir beginnen mit Gleichung r,:

T'n = N(Qn) + Z an""j

7=0
n—1
= N(qn) + (Z anrj) + RpnTn
=0 Y
B

Wie oben angedeutet ist nach dem Herausziehen des n-ten Summenglieds Ardens Lemma
anwendbar (beachte: € € [Ry,,,]); wir erhalten:

n—1
Tp = R:;,TL (N(Qn) + Z an'rj)

j=0
Dieses Ergebnis in rg, ..., r,—1 eingesetzt ergibt:
n—1 n—1
ri = N(q) + (Z Riﬂ“j) + Rin R}, (N(qn) +) anrj>
j=0 Jj=0
Tn
(Ausmultiplizieren von R;, R)
n—1 n—1
= N(a:) + (Z Rz‘j?”j) + Rin Ry N(an) + ) RinRyy R
J=0 J=0
(Zusammenlegen der Summen und Ausklammern von 7;)
n—1
= N(qi) + RinR},,N(an) + > (Rij + Rin R}y Ruj)rj
j=0

Nach diesen Umformungen ergeben sich e-freie Koeffizienten R,; + R, R}, Ry; fiir r;
und wir kénnen mit dem Aufldsen der Summe von n — 1 analog zu n fortfahren. Am
Ende erhalten wir einen reguldren Ausdruck als Loésung fiir 9. Per Konstruktion gilt
[[7“0]] = qu = Lqinit = L(A) ]

Bsp. 2.24: Wir betrachten noch einmal Bsp. 2.23 und 16sen das Gleichungssystem auf
die im Beweis beschriebene Weise.

ro=e+0-r9+1-71

r1=1-179+0-72

7"2:0'7“1+ 1 e
— =
B A
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Ardens Lemma auf 79 anwenden:
ro=1"-0-7;
Einsetzen in rq:
1 :w+0~1*-0-r1
B A
Ardens Lemma auf r; anwenden:
r1 = (0170)* -1 -7

Einsetzen in rg:

ro=e+0-r9+1-(0170)"-1-rg
= g +(0+1-(0170)*-1) -7
~—~
B A

Ardens Lemma auf 7o anwenden:
ro=(0+1-(0170)"-1)" - ¢
= (0+ 1(0170)*1)*
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3 Grammatiken und kontextfreie Sprachen

Def. 3.1: Eine Grammatik ist ein 4-Tupel (X, N, P, S) mit folgenden Komponenten:

Y. ist ein Alphabet, dessen Elemente wir in diesem Kontext auch Terminalsymbole
nennen.

N ist eine endliche Menge, deren Elemente wir Nichtterminalsymbole oder Varia-
blen nennen.

PC(NUX)*N(NUZX)* x (NUZX)* ist eine endliche Relation, deren Elemente wir
Regeln oder Produktionen nennen.

S € N ist ein Nichtterminalsymbol, das wir Startsymbol nennen. o

Bsp. 3.1: G = (X,N,P,S) mit!?

¥ ={0,1}

N ={S}

P ={S - 1508
S — 0518
S —e}

Def. 3.2 (Ableitungsrelation, Ableitung, Sprache einer Grammatik): Sei G = (X, N, P, S)
eine Grammatik. Die Ableitungsrelation'* zu G ist

Fg-C(NUX)* x (NUX)"
mit atgf gdw a=ma'y, f=mpf7 wd o —=pFeP

Eine Folge a = «, ..., a, = B heillt Ableitung von B aus « in n Schritten, geschrieben

« |7—lg B, gdw oy Fg aiyy fiir 0 < i < n. Jedes solche a; heiflt Satzform von G.

Dle Ableitung von 6 aus «, geschrieben « Fg B, existiert gdw ein n € N existiert, sodass

« I—g B. Damit ist ,,l—g“ die reflexive, transitive Hiille von ,g*.

Ein Wort w € ¥* wird von G erzeugt, wenn S l—g w gilt. Die von G erzeugte Sprache ist
definiert als:

L(G) = {we T | S Fg w)

Wir nennen zwei Grammatiken dquivalent, wenn sie die gleiche Sprache erzeugen. o

13 P ist eine ,normale“ binire Relation, doch wir verwenden statt »(z,y) € P meist ,x — y*, also einen
Pfeil und Infix-Notation, um die Lesbarkeit zu erhéhen.

14 Analog zur Relation P verwenden wir auch fiir die Ableitungsrelation wieder Infix-Notation, also a - 3
statt (o, B) € F.
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Bsp. 3.2: Wir betrachten nochmal die Grammatik aus Bsp. 3.1. Es gilt: 1001 € L(G).
S g 1508 kg 10S Fg 100S1S g 10051 g 1001

Auflerdem gilt: L(G) ist die Sprache der Worter tiber {0, 1}, die gleich viele Nullen wie
Einsen haben:

L ={weX" | #o(w) = #1(w)}
Die Funktion #,(w) berechnet hierbei die Anzahl der Vorkommen von a € {0,1} in w.
Dass L(G) C L, lasst sich via Induktion iiber die Lange der Ableitung von S g w zeigen.
Der Beweis wird als Ubung dem Leser iiberlassen.

Wir zeigen L C L(G). Dazu zeigen wir ,Wenn w € L, dann w € L(G)“ via Induktion
iiber die Lange von w. Hierzu definieren wir noch die Hilfsfunktion d : ¥* — N:

d(lw) = d(w) + 1

d(0w) = d(w) — 1
Per Induktion {iber |w| mit w € ¥* lasst sich leicht zeigen, dass L = {w € ¥* | d(w) = 0}
und d(v - w) = d(v) + d(w).

Wir zeigen nun via Induktion iber n die folgende Eigenschaft:
Vn' <n:Vw e X*: falls jw| =7 und w € L, dann w € L(G)

LA: n=0:w=c. Esgilt e € L, da #(¢) = #1(¢) = 0.
IS:n~n+1l:|lw=n>1w=aw,ac {0,1}. Beachte: |w| ist gerade fir alle w € L.
Betrachte a = 0 (der Fall fiir @ = 1 funktioniert analog).
Da 0 = d(w) = d(0w') = d(w') — 1, ist d(w’) = 1.
Wir zeigen zunéchst, dass wir w’ in wjlwg mit d(w;) = 0 und d(wa) = 0 zerlegen
koénnen:

Sei w' = ay ...a,. Betrachte die Folge dy,...,d, mit dy = 0 und d; = d(a; ...a;)
fir 1 <4 <n. Wahle 0 <14 < n maximal, sodass fiir alle 0 < j < gilt: d; < 1.15

Da i maximal ist, folgt d;11 > 1. Da dj41 — d; < 1 fir alle 0 < 5 < 4, folgt
dit1 — d; <1 und damit auch d; =0, d;y1 =1 und a;41 = 1. Setze wy =ay . ..aq;.

Es gilt also w’ = a3 ... a;a;41we = wiws mit d(wq) = 0.

Da d(v - w) = d(v) + d(w) und d(w'") = d(wi1lws) = 1, folgt d(wy) = 0.

B5Wir wissen, dass i < n, da d, = d(w') = 1.

Vorlesung:
22.11.17
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Da |w;i| < n und |ws| < n, folgt nach I.V., dass S F¢g w; und S g wo.
Es folgt mit den Produktionsregeln S g 0515 Iig Ow; 1S |ig Owi 1ws.
Bsp. 3.3: G =(X,N,P,S) mit
¥ ={a,b,c}
N ={5,B,C}
P={S—aSBC, S — aBC, CB — BC, aB — ab,bB — bb,bC — bc,cC — cc}

Es gilt z.B. aaabbbcce € L(G).
AuBerdem gilt L(G) = {a™b"¢™ | n > 1}. (Ohne Beweis)

Die Chomsky-Hierarchie teilt die Grammatiken in vier Typen unterschiedlicher Méch-
tigkeit ein.
Def. 3.3 (Chomsky-Hierarchie):

e Jede Grammatik ist eine Typ-0-Grammatik.

e Eine Grammatik ist Typ-1 oder kontextsensitiv, falls alle Regeln expansiv sind,
d.h., fir alle Regeln & — 8 € P ist |a| < |5|. Ausnahme: falls S nicht in einer
rechten Regelseite auftritt, dann ist S — € erlaubt.

e FEine Grammatik heifit Typ-2 oder kontextfrei, falls alle Regeln die Form A — «
mit A € N und o € (N UX)* haben.

e Eine Grammatik heifit Typ-3 oder reguldr, falls alle Regeln die folgende Form

haben:
A—-w wex”
oder A—aB a€d BeN
Eine Sprache heifit Typ-i-Sprache, falls es eine Typ-i-Grammatik fiir sie gibt. o

Beobachtung 3.1: Jede Typ-(i + 1)-Sprache ist auch eine Typ-i-Sprache.
e Jede Typ-3-Grammatik ist eine Typ-2-Grammatik.

e Wir werden im folgenden Unterkapitel zeigen, dass jede Typ-2-Grammatik in eine
dquivalente e-freie'® Typ-2-Grammatik transformiert werden kann. Diese erfiillt
dann auch alle Bedingungen einer Typ-1-Grammatik.

e Jede Typ-1-Grammatik ist auch eine Typ-0-Grammatik.

Im Lauf der Vorlesung werden wir die folgende Aussage zeigen:
Sei M; die Menge der Typ-i Sprachen; dann gilt: M3 C My C M1 C M.

16 Auf keiner rechten Seite steht e; Ausnahme: Startsymbol S; vgl. Elimination von e-Produktionen.
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3.1 Kontextfreie Sprachen

Die Sprache aus Bsp. 3.1 ist kontextfrei. Weitere Beispiele sind:
Bsp. 3.4: Arithmetische Ausdriicke ohne Klammern: G = ({E}, {a, +, *}, P, E) mit

P={E—a|E+E|ExE}Y

Bsp. 3.5: Arithmetische Ausdriicke mit Klammern: G = ({E'}, {a,+, *, (,)}, P, E) mit

P={E—a|(E+E)|(ExE)

Bsp. 3.6: Syntax von Programmiersprachen. Wir zeigen hier nur exemplarisch Produk-
tionen fiir einige typische Bestandteile einer Programmiersprache.'® Woérter in spitzen
Klammern sind hier Nichtterminalsymbole. Terminalsymbole sind grau unterlegt.

<Stmt> — <Var> = <Exp>
| <Stmt> ; <Stmt>
| if (<Exp>) <Stmt> else <Stmt>
| while ( <Exp>) <Stmt>

Fiir den arithmetischen Ausdruck ohne Klammern a + a gibt es in der Grammatik aus
Bsp. 3.4 zwei verschiedene Ableitungen:

. El—gE+E|—ga+E|—ga+a
. EFgE—i—EFgE-i—aFga-i-a

Beide Ableitungen unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge, in der Variablen ersetzt
werden. Die folgende Definition erlaubt es uns, beide Ableitungen durch das gleiche
Objekt, den sogenannten Ableitungsbaum, darzustellen.

Def. 3.4: Sei G = (X, N, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Wir definieren die Men-
ge der in A beginnenden Ableitungsbiume von G, Abl(A), fir A € N als Menge von
beschrifteten, geordneten Bdumen induktiv durch:

Falls m = A — woAjwy ... Apw, € P mit A; € N, wp,w; € £*, 1 <4 < n und
T:; € Abl(4;), dann ist

YNotation: Wenn wir mehrere Regeln mit gleicher linker Seite wie z.B. ,A — o und ,A — B¢ haben,
dann diirfen wir diese auch mit Hilfe eines senkrechten Striches als ,,A — « | 8“ schreiben.

'8 Sie finden am Ende der Java Language Specification https://docs.oracle.com/javase/specs/ auf
ca. 25 Seiten die kontextfreie Grammatik fiir diese Programmiersprache.
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T € Abl(A)

PN

oo Ta

Da es manchmal aufwendig ist, Bdume zu zeichnen, verwenden wir alternativ die
folgende Notation: 7(71,...,Tn)

Das abgeleitete Wort zu einem T € Abl(A), Y(T)!, ist definiert durch

T
Y /\ =woY (T)wy ... Y (Tp)wy
T ... Tn
wobel m = A — wopAjw; ... A,w, € P. o

Bsp. 3.7: Fiir die Grammatik aus Bsp. 3.4 sind die folgenden drei Beispiele in F
beginnende Ableitungsbaume.

E—a F—->FE+F F—-FExFE
EF—a EF—-ExFE F—+F+F FEF—a
F—a F—a EF—a F—a

Lemma 3.1: Sei G = (X, N, P, S) eine kontextfreie Grammatik.

weLG) gdw IT € Abl(S) mit Y(T) =w

(Ohne Beweis.)

Def. 3.5:

o Eine Grammatik G heifit eindeutig, falls es fiir jedes Wort € L(G) genau einen
Ableitungsbaum gibt.

o Eine kontextfreie Sprache L heifit eindeutig, falls es eine eindeutige kontextfreie

Grammatik gibt, die L erzeugt. o

Die Grammatik aus Bsp. 3.4 ist also nicht eindeutig, denn sowohl fiir den zweiten als
auch fiir den dritten Ableitungsbaum aus Bsp. 3.7 ist das abgeleitete Wort a + a * a.

Im Folgenden verwenden wir auch die Abkiirzung CFG fiir ,kontextfreie Grammatik*
(engl. context-free grammar).

YWir verwenden Y (T), um an das englische Wort ,,yield“ zu erinnern.
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3.2 Die Chomsky-Normalform fiir kontextfreie Sprachen

Vorlesung:
Wir lernen in diesem Unterkapitel eine spezielle Form von kontextfreien Grammatiken 24.11.2017

(Chomsky-Normalform) kennen, fiir die gilt:

o Das Wortproblem (w € L(G)?) lasst sich mit Hilfe eines einfachen Algorithmus
entscheiden.

o Jede kontextfreie Grammatik lasst sich ,effizient in diese Normalform transfor-
mieren.

Wir stellen im Folgenden vier Transformationen (SEP, BIN, DEL, UNIT) vor und wollen
dabei jeweils den Zeitaufwand und die Grofle der resultierenden CFG analysieren.

Dafiir definieren wir die Grofle einer Grammatik wie folgt.
Gl=>" > |Aqf
AeN A—a€cP
Die Grofle ist also genau die Anzahl an Zeichen aus ¥ U N, die man bendtigt, um die

Regeln der Grammatik aufzuschreiben.

Def. 3.6: Eine CFG heifit separiert, wenn jede Regel eine der folgenden beiden Formen
hat.

A—A...A, firAe N, A, e Nyn>0
A—a fir Ae Nyae X o

Lemma 3.2 (SEP): Zu jeder CFG gibt es eine dquivalente separierte CFG.
BEWEIS: Sei G = (X, N, P, S) eine CFG. Konstruiere g’ = (X, N, P, S) mit
e NN=NU{Y,|aex}?
e P={Y,—alaeX}U{Ad— fBla—Y,]|A— B€ P}

Die Schreibweise [la — Y,] bedeutet hier, dass alle a € ¥, die in 8 vorkommen,
durch Y, ersetzt werden.

Offenbar gilt L(G) = L(G') und G’ ist separiert (ohne Beweis). O

Bemerkung: SEP berechnet in O(|G|?) eine Grammatik der Grofe O(|G|).
o Laufe fiir jedes Terminalsymbol einmal iiber alle Regeln.

o Fiir jedes neue Nichtterminalsymbol fligen wir eine Regel der Gréfe 2 hinzu.

20 U¢ steht fiir ,,disjunkte Vereinigung®
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Lemma 3.3 (BIN): Zu jeder CFG gibt es eine dquivalente CFG, bei der fiir alle Regeln
A — « gilt, dass |o] < 2.

BEWEISs: Ersetze jede Regel der Form
A—>X1X2...Xn, n>3
mit X; € NUX, 1 <13 <n, durch die Regeln

A—>X1<X2...Xn>

<Xn—an> — Xn—an
Dabei sind (Xs...X,), ..., (X;—1...X,) neue Nichtterminalsymbole. O
Bemerkung: BIN berechnet in O(|G|) eine Grammatik der GréBe O(|G|).

o Laufe einmal iiber alle Regeln.

o Fiir jede Regel der Grofie n 4+ 1, n > 3 fiigen wir hochstens n — 1 neue Regeln der
Grofe 3 hinzu.

Wir definieren die Menge der Nichtterminalsymbole, aus denen das leere Wort abgeleitet
werden kann, formal wie folgt:

Def. 3.7: Sei G = (X, N, P, S) eine CFG. Definiere die Menge Nullable(G) C N als

Nullable(G) = {A € N | AF Ge). o

Satz 3.4: Es gibt einen Algorithmus, der Nullable(G) in O(|G|®) berechnet.

BEWEIS: Definiere M; als die Menge der Nichtterminalsymbole, aus denen sich € mit
einem Ableitungsbaum der Hohe < i ableiten lisst:>!

My=10
MH_l:MiU{A\A—>a€Punda€Mi*}

Es gilt fir alle ¢ € N, dass M; C N. Da |N| endlich ist, existiert ein m € N, sodass

M, = Mm+1 = U M;
i€EN

Wir kénnen (J;cyy M; mit dem folgenden Verfahren in O(|G|?) berechnen.

21 Im Folgenden ist mit * bei M; und M* der Kleene-Stern gemeint.
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M= {}
done = false
while (not done):
done = true
foreach A — a € P:
if(AEgMANae M*):
M=MUA
done = false
return M

Wir zeigen nun, dass Nullable(G) = U;en Mi-
»,2°  WIir zeigen via Induktion iiber die Héhe des Ableitungsbaums i, dass
Vi € N: M; C Nullable(G)

IA i =0: My = () C Nullable(G)
IS i~~i+1
Wenn A € M;4;, dann
o gilt entweder A € M; C Nullable(G) nach IV oder

e esexistiert A — A;... A, € Pmit A; € M; fiir 1 < j < n. Nach IV existieren
Ableitungen

Aj'ig€

sodass auch eine Ableitung von A nach e existiert:

Al—gAl...An}—ge.l\./I.lsze

Also gilt A € Nullable(G).

»C“ Wenn A € Nullable(G), dann existiert m € N, sodass A - Ge mit einem Ablei-
tungsbaum der Hohe m. Wir zeigen via Induktion tiber m, dass A € M, 11 € U;eny Mi-

IA m = 1. Die Ableitung ist A ¢ ¢, sodass A € M;.

IS m > 1. Die Wurzel des Ableitungsbaum muss mit A — A; ... A, (n > 0) beschriftet
sein und die Kinder sind jeweils Ableitungsbdume fiir ¢ in Abl(A;) der Hohe m; <
m —1, wobei 1 <17 <n.

Es gilt nun nach IV, dass A; € M,,, C M,,—1. Somit ist A; € M,,—; und damit,
nach Definition, A € M,,. O
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Korollar 3.5: Man kann zu einer CFG G berechnen, ob ¢ € L(G). o
BEWwEIS: Priife, ob S € Nullable(G). O
Lemma 3.6 (DEL): Zu jeder CFG G = (X, N, P, S) gibt es eine dquivalente CFG

G = (X,N', P’ 5, bei der die einzige e-Regel S" — ¢ ist (falls € € L(G)) und bei der
S’ auf keiner rechten Seite einer Regel vorkommt.

BEWEIS:

1. Erweitere G um ein neues Startsymbol S’ ¢ N mit S’ — S als neue Regel. Dieser
Schritt stellt sicher, dass S’ auf keiner rechten Regelseite vorkommt.

2. Wende erst SEP, dann BIN an. Nun hat jede rechte Regelseite die Form a € X oder
€ oder A oder BC.

3. Fiir alle Regeln A — BC € P:
« Falls B € Nullable(G) fiige A — C hinzu.
o Falls C € Nullable(G) fiige A — B hinzu.
4. Falls S € Nullable(G), fiige S” — ¢ hinzu
5. Entferne alle Regeln A — ¢ fir A # 5'. O
Bemerkung: DEL kann in O(|G|?) berechnet werden und die Gréfe der resultierenden
Grammatik ist O(|G]).
o Die hochsten Kosten entstehen beim Berechnen von Nullable.
e In Schritt 3 verdoppelt sich die Anzahl der Regeln hochstens.

Def. 3.8: Sei G = (X, N, P, S) eine Grammatik. Eine Kettenregel von G ist eine Regel
in P der Form A — B, wobei A, B € N. o

Lemma 3.7 (UNIT): Zu jeder CFG G = (X, N, P, S) gibt es eine dquivalente CFG
G = (N,X%, P, S) ohne Kettenregeln.
BEWEIS: Setze zu Anfang P’ = P und eliminiere alle Kettenregeln mit folgendem

Algorithmus:

1. Betrachte den gerichteten Graphen G mit Knoten N und Kanten fiir jede Ketten-
regel, d.h., {(4,B) | A— B € P'}.

2. Suche, z.B. mittels Tiefensuche, einen Zyklus in G. Wenn kein Zyklus gefunden
wurde, fahre mit Schritt 4 fort.

3. Wurde der Zyklus A; — Ay — ... — A — A; gefunden, dann ersetze in P’
alle Vorkommen von A; mit j > 1 durch A; (auf linker und rechter Regelseite).
Entferne dann alle Regeln der Form A — A. Fahre fort mit Schritt 1.
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4. Der Graph G ist ein gerichteter azyklischer Graph (DAG) (engl. directed acyclic

graph). Sortiere die Knoten von G topologisch als Ay, ..., A,, sodass A,, auf keiner
linken Seite einer Kettenregel vorkommt.

5. for j=n—-1,...,1
for each A; — Ay € P’
(wegen topologischer Sortierung gilt k > j)
entferne A; — Ay aus P’
fige Aj — BC zu P’ hinzu, falls A, - BC € P, B,C € N.
fige A; — a zu P’ hinzu, falls Ay, - a€ P/, acX.

Die duBere Schleife hat die Invariante, dass am Ende jedes Durchlaufs fiir n > ¢ > j
keine Kettenregel A; — ... in P’ existiert. Beim Verlassen der Schleife ist j = 1
und es existieren iiberhaupt keine Kettenregeln mehr. O

Bemerkung: UNIT kann in O(|G|?) berechnet werden und die GréBe der resultierenden
Grammatik ist O(|G|?).

e Die innere Schleife in Schritt 5 wird nur einmal pro Regel ausgefiihrt.

e In Schritt 5 kommen keine neuen Kettenregeln hinzu.

o Es gibt nur hochstens |P’| neue Regeln in der inneren Schleife.
Def. 3.9: Eine CFG G = (X, N, P, S) ist in Chomsky-Normalform (CNF), falls jede
Regel die Form A — a, A — BC, oder S — ¢ hat, wobei A, B,C € N, a € X. Falls
S — € € P, dann darf S auf keiner rechten Seite einer Regel vorkommen. o
Satz 3.8: Zu jeder CFG existiert eine dquivalente CFG in CNF.
BEWEISs: Wir erhalten eine dquivalente CFG in CNF, indem wir der Reihe nach SEP,

BIN, DEL und UNIT anwenden.?? O

Bemerkung: Die Transformation in CNF benétigt Zeit O(|G|?). Die Grofie der CNF-
Grammatik ist O(|G|?).

Lemma 3.9: Die Menge der Typ-2-Sprachen ist eine Teilmenge der Typ-1-Sprachen.

BEWEIS: Zu jeder Typ-2-Grammatik existiert eine dquivalente e-freie Typ-2-Grammatik.

Diese ist nach Definition auch eine Typ-1-Grammatik. O

22Es geniigt sogar nur DEL und dann UNIT anzuwenden, da DEL schon SEP und BIN ausfiihrt.

Vorlesung:
29.11.2017
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3.3 Wortproblem und Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen
Satz 3.10: Es gibt einen Algorithmus, der fiir eine beliebige kontextfreie Sprache L das
Wortproblem ,w € L* in O(n3) Schritten und mit O(n?) Speicherplatz entscheidet.

BeEwEIS (CYK-Algorithmus): Sei G eine CFG in CNF und sei w = aj ...a, € X*. Der
CYK-Algorithmus berechnet bei Eingabe von G und w, ob w € L(G).

Idee: Definiere fiir 1 < < j < n:

Mij:{A€N|Al—gai...aj}

Es gilt fiir ¢ = j5
MZZ:{A|A—>(I1}

Es gilt fiir ¢ < j

M;; = {A| A— BCABCFGa;...a;}
—[A|A S BCOA3k:i<k<j BFGai...ayACF Gapsr...a;)
—{A|A> BCATk:i<k<j B€MygACE My}
Es gilt:
o Wir konnen die M;; als eine (n x n)-Matrix M mit Eintragen in P(N) darstellen.
o Der Wert von M;; hangt nur von M;; mit ¢/ > 4,5 < j oder ¢’ > 4,5’ < j ab.

e w € L genau dann, wenn S F* w genau dann, wenn S € My,.

Wir konnen die M;; mit dem folgenden Verfahren ermitteln:

CYK(G,a1,...,ay)

M =n x n-Matrix mit (initial) M;; = @ fiir alle i,j // O(n?)
for i=1 .. n do // O(G]|)-O(n)
for i=n—1 .. 1 do
for j=i+1 .. n do
for k=i .. j—1 do // O(|G])-O(n?)
Mij = Mij U {A ‘ A— BC,Be My, Ce M(k-‘,—l)j}
return S € My, O
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Bsp. 3.8: L = {a™0"c¢™ | n,m > 1} mit Grammatik (CFG) mit folgenden Regeln.

S — XY
X —ab|aXb
Y »c|cY

In CNF: § - XY

X - AB| AZ

Z — XB

Y - CYle

A—a,B—=bC—=c
Beispiel der Matrix fiir w = aaabbbcc. Zellen, die mit ¢ markiert sind, sind leer. Die
Reihenfolge, in der die nicht-diagonalen, nicht leeren Zellen eingetragen wurden, ist mit

kleinen Zahlen markiert. Beispielsweise wurde M35 = {Z} mit Zahl ,3“ nach M7z = {Y'}
mit Zahl ,,1“ eingetragen. Da S € My, = {S}, gilt w € L.

’A o | o ° Xe| S+ S's
a A L] (] X 4 Z s (] [
a Al X2 Z 3 [ ° °
a B ° ° ° °
b B ° ° °
b B ° °
b C.Y | Y
¢ c.Y

C

Satz 3.11: Es gibt einen Algorithmus, der das Leerheitsproblem?? fiir kontextfreie
Sprachen in O(|G|) entscheidet.

BEwEIS: Sei G = (X, N, P,S) eine CFG fiir L. Wir definieren die Menge M der co-
erreichbaren Nichtterminalsymbole.

M:{A|A|ig’w,’w62*}

Offensichtlich gilt: L =@ < S ¢ M.

2 Gefragt ist, ob L(G) = {w € * | S - w} Lo
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Wir kénnen M induktiv berechnen. Wir definieren hierfiir:

My={A|A—wePwekX"}
M :MiU{A’A—)OZGP7aE (EUMl)*}
Offensichtlich gilt fiir alle i € N M; C M, und M; C M. Da M C N endlich ist, gibt es
ein n, sodass M,, = M,,11 (hier ohne Beweis).

Wir konnen daher M analog zu Nullable(G) (siehe Satz 3.4) in O(|G|) berechnen. O
Bem.: Wenn wir in einer Grammatik G ein nicht co-erreichbares Nichtterminalsym-
bol (und alle zugehorigen Regeln) entfernen, dndert sich L(G) nicht. Wir kénnen eine

gegebene Grammatik also optimieren, indem wir alle nicht co-erreichbaren Nichttermi-
nalsymbole entfernen.

3.4 Einschub: Typ-3-Sprachen

Satz 3.12: L ist reguldr < L ist Typ-3-Sprache.
BEWEIS: ,=“ Sei A= (%,Q,d,¢™, F) DEA fiir L.
Konstruiere Typ-3-Grammatik G = (X, N, P, S) mit
N=qQ
S = qinit
P={¢—ad |qqd €Q,ae%i(qa)=qd}tU{g—c|qeF}
Es gilt L(G) = L(A). (ohne Beweis)
<= Sei G = (X, N, P,S) Typ-3-Grammatik. Dann erhalten wir durch Anwenden von

BIN eine dquivalente Grammatik, in der jede Regel eine der folgenden Formen hat:

A—e firAe N

A—a fir Ae Nyae X

A — ajas fir A€ N,a1,a9 € X
A—aB firAe NaeX,BeN

Wir machen nun die folgenden Modifikationen.

o Wir fiigen eine frische Variable Y; und die Regel Y: — ¢ hinzu.

e Wir 16schen jede Regel der zweiten Form und fiihren stattdessen die Regel
A — aYe ein.

Vorlesung:
1.12.2017
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e Wir l6schen jede Regel der dritten Form und fithren stattdessen eine frische
Variable Y,, und die Regeln A — a1Y,, und Y,, — a2Y: ein.

Die resultierende Grammatik G = (X, N', P, S) ist d4quivalent zu G. (Ohne Beweis)
Wir konstruieren nun den folgenden NEA. N = (%, Q, 6, ¢"'t, F)

Q=N
Bed(Aa) gdw A—aBe P
qinit:S

F={AeN|A—ececP}
Es gilt L(G) = L(A). (ohne Beweis) O

Lemma 3.13: M3 C Ms (d.h., die reguldren Sprachen sind eine echte Teilmenge der
kontextfreien Sprachen).

BEWEIS: Betrachte Leenterea = {0"10" | n € N} C {0,1}*
Sowohl aus Bsp. 2.11 als auch aus Bsp. 2.13 ist bekannt, dass Leentered Nicht regulér ist.
Es gibt aber eine Typ-2-Grammatik fir Leentered:

G=({0,1},{S},{S — 1,5 — 050}, )

(ohne Beweis) O
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4 Kellerautomaten  pushdown automaton (PDA)

Die im letzten Kapitel vorstellten kontextfreien Sprachen kénnen wir bisher nur mit Hilfe
von kontextfreien Grammatiken darstellen. Fiir die reguldren Sprachen aus Kapitel 2 ha-
ben wir dagegen mit DEAs, NEAs, e-NEAs, reguldren Ausdriicken und reguldren Gram-
matiken verschiedene Darstellungsformen kennengelernt. Die Automaten hatten dabei
fiir uns einen besonderen Reiz, da diese Darstellungsform Ahnlichkeiten mit Computern
hat. In diesem Kapitel werden wir nun den Kellerautomaten, ein Automatenmodell fiir
die kontextfreien Sprachen, kennenlernen.

Ein Kellerautomat ist im wesentlichen ein e-NEA, der um einen Stapelspeicher mit
unbeschriankter Kapazitit erweitert wurde.

Bei jedem Zustandsiibergang darf der Kellerautomat das oberste Element des Stapel-
speichers inspizieren und durch eine (potentiell leere) Sequenz von Elementen ersetzen.
Der Automat darf dabei die Entscheidung iiber den Folgezustand vom inspizierten Ele-
ment abhéngig machen. Zu Beginn liegt genau ein Element, das Kellerbodensymbol, auf
dem Stapelspeicher.

Der Kellerautomat unterscheidet sich noch in einem weiteren Detail vom e-NEA: Es gibt
keine akzeptierende Zustinde. Der Kellerautomat akzeptiert stattdessen, wenn am Ende
eines Zustandsiibergangs das Eingabewort komplett gelesen wurde und der Stapelspei-
cher leer ist.

Analog zu endlichen Automaten kénnen wir auch Kellerautomaten mit Hilfe eines Zu-
standsdiagramms beschreiben. Ein Beispiel ist in Abb. 5 dargestellt. Alle Transitionen
sind mit einem Tripel beschriftet. Die erste Komponente des Tripels ist dabei das gelese-
ne Zeichen der Eingabe, die zweite Komponente ist das vom Stapelspeicher genommene
Element und die dritte Komponente ist die Sequenz, die auf den Stapelspeicher gelegt
wird.

0;0;00 0;1;01
0;#;04

Abb. 5: Zustandsdiagramm eines Kellerautomaten

Der in Abb. 5 dargestellte Kellerautomat akzeptiert die Sprache L = {ww® | w € {0,1}}
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und verwendet das Zeichen # als Kellerbodensymbol. In Zustand ¢g wird fiir jedes Einga-
bezeichen das entsprechende Symbol auf den Stapelspeicher gelegt. Zu jedem Zeitpunkt
kann der Automat nichtdeterministisch (mit Hilfe einer e-Transition) in den Zustand ¢;
wechseln. Diese Transition sollte genau bei der Hélfte des Eingabeworts genommen wer-
den. In Zustand ¢ vergleicht der Automat sukzessive die verbleibenden Eingabesymbole
mit dem Inhalt des Stapelspeichers. Nur bei Ubereinstimmung wird der Stapelspeicher
bis zum Kellerbodensymbol geleert. Falls nur noch das Kellerbodensymbol auf dem Sta-
pelspeicher liegt, kann der Automat dieses mit der Transition ,e;#;e“ entfernen und
die Eingabe akzeptieren.

Auf Englisch heifien Kellerautomaten pushdown automata und wir werden die Abkiirzung
PDA fiir Kellerautomaten verwenden. In diesem Kapitel befassen wir uns zunéchst nur
mit nichtdeterministischen Kellerautomaten und definieren diese formal wie folgt.

Def. 4.1: Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (NPDA)?* ist ein 6-Tupel
(E Q T qinit Zinit 5)

Dabei ist

e 3 ein Alphabet, das wir auch Eingabealphabet nennen,

@ eine endliche Menge, deren Elemente wir Zustinde nennen,

I" ein Alphabet, das wir auch Kelleralphabet nennen,

g™t € Q ein Zustand, den wir Startzustand nennen,

ZMit ¢ T ein Zeichen, das wir Kellerbodensymbol nennen,

J:Qx (XU{e}) xT' - P(Q x I'*) eine Funktion, die wir Transitionsfunktion
nennen. o

Bsp. 4.1: Wir beschreiben den in Abb. 5 abgebildeten Kellerautomaten formal wie
folgt.

¥ ={0,1} Eingabealphabet
'={0,1,#} Kelleralphabet
Q ={q,q} # = Kellerbodensymbol
6(q0, a, Z) = {(q0,a2)} ac{0,1},ZeT (1)
d(qo0,¢,2) = {(q1, 2)} (2)
6(q1,a,a) = {(q1,€)} (3)
(g, e, #) = {(q1,€)} (4)

24 Englisch: Nondeterministic Pushdown Automaton
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Hat die graphische Darstellung eines Kellerautomaten sehr viele Transitionen miissen wir
diese nicht alle explizit Zeichnen. Statt dessen konnen wir auch wie in Abb. 6 Variablen
verwenden um mehrere Transitionen zusammenzufassen.

AN a;a; e

o=
ac{0,1},Z€T

Abb. 6: Zustandsdiagramm der Kellerautomaten aus Abb. 5. Statt alle Transitionen
explizit zu zeichnen verwenden wir die Variablen a und Z um eine Menge von
Transitionen durch eine einzige Kante zu représentieren.

Im Weiteren sei K = (X, Q, T, ¢"t, Z"t §) ein NPDA.

Def. 4.2: Die Menge der Konfigurationen von K ist Konf(K) = Q x ¥* x T'*.
Die Schrittrelation von K
> C Konf(K) x Konf(K)

ist definiert durch

(¢, aw, Zv) > (¢, w, B) falls 6(q,a, Z) > (¢, B)
(¢, w, Zv) > (¢, w, B) falls 6(q,e,Z) > (¢, B).

Wir schreiben (g, w,v) >" (¢, w’,v"), wenn K in n € N Schritten von Konfiguration
(¢, w,~) in Konfiguration (¢’,w’,~) gelangt.

Wir schreiben >* fiir die reflexive, transitive Hiille von t>. Falls (¢, w,~v) >* (¢, w’,v/),
so existiert also n € N, sodass (q,w,~) >" (¢, w’, 7).

Die von K akzeptierte Sprache ist
LK) ={weX |3qeQ: (" w,Z") * (q,¢,¢)}

Wir nennen eine Konfiguration der Form (g¢, ¢,¢) mit ¢ € Q eine akzeptierende Konfigu-
ration. o

Bsp.: Die folgenden Schritte von K aus Beispiel 4.1 zeigen, dass w = 0110 € L(K):

Vorlesung:
6.12.2017
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(,pushen® des Eingabesymbols 0)
(,pushen® des Eingabesymbols 1)
(e-Ubergang von ¢qo nach q;)
q1,0,0#) (,poppen* des Eingabesymbols 1)
(,poppen® des Eingabesymbols 0)
(e-Ubergang zum Entfernen von #)

Lemma 4.1: Zu jeder CFG G gibt es einen NPDA K, sodass L(K) = L(G).
Zum Fiihren des Beweises benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.2 (Mehr Keller — mehr Moglichkeiten.): Fir alle ¢,¢' € Q, we ¥*, Ze€T
und n € N gilt:

Wenn (q,w, Z) >" (¢, €,¢),dann Vv € %y € T : (¢, wv, Zv) >" (¢, v, 7).

Beweis: Ubungsaufgabe. O

BEWEIS (von Lemma 4.1): Sei G = (3, N, P, S) eine kontextfreie Grammatik fiir L in
CNF. Definiere einen NPDA K = (X, Q, T, g™, Z"t §) durch:

. Q:{qinit}
e I'=YUN
. Zinit:S

o 5(¢"t a,a) = {(¢"¢e)} fira e X
o 5(q"t e, A) = {(¢", )} fir A > € P
Wir zeigen nun, dass L(K) = L(G).
e Beweisrichtung ,,0¢
Sei w € L(G), dann gilt S - w. Wir wollen zeigen dass (¢™t, w, S) >* (¢, ¢, ¢)

folgt und beweisen dafiir via vollstindige Induktion iiber die Lange der Ableitung
die folgende stiarkere Eigenschaft.

VA€ N: wenn A F w,dann (¢", w, A) >* (¢, ¢, )

ILA.: n = 1: Es gibt nur zwei Arten von Regeln, die fiir Ableitungen der Lénge 1
in Frage kommen:
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— S — &. Per Konstruktion gilt (¢"t,¢) € §(¢"t, ¢, S) und somit (¢"*t, ¢, S) >
(g™ ¢, ).

— A — a, a € X. Per Konstruktion gilt (¢'"%,a) € §(¢™¢, ¢, A) und (¢t ¢) €
(g™, a,0).
Somit gilt (¢Mt, a, A) > (¢, a,a) > (¢, ¢, €).

I.S.: n ~» n+ 1: In diesem Fall verwendet der erste Ableitungsschritt eine Regel
der Form m = A — BC mit B,C € N. Wir betrachten den zugehotrigen Ablei-
tungsbaum 7 = 7(71,7T2), T1 € Abl(B), T2 € Abl(C), w =Y (T1)Y (T2).

Per Konstruktion gilt (¢, BC) € §(¢'", ¢, A).
Ferner gilt per 1.V., dass (@Y (T7), B) >* (¢t e,e) und (¢Mt, Y (T3),C) >*
(™, e,¢).
Mit Lemma 4.2 folgt schliefSlich:
(@™ w, A) = (¢", Y ()Y (T2), A) > (¢, Y (T1)Y (T2), BC)
> (qinit7 Y(7-2)7 C)
" (g

>* (g, e e).

e Beweisrichtung ,,C*

Sei w € L(K), dann gilt (¢™, w, S) >* (¢, e,¢). Wir wollen S  w folgern und
beweisen dafiir via vollstdndige Induktion {iber die Anzahl der Berechnungsschritte
n die folgende Aussage:

Vne€N:Vw € X5 a eI : wenn (¢" w,a)>" (¢",¢e,¢),dann a - w

*
LA.n=0.w=¢,a=c: Esgilt ek e.

IS.n > 0, a = Za': Es gilt (¢",w, Za/) > (¢"%,w', Ba’) > (¢M e, ),
§(g"t x, Z) > (¢, B), € B U {e}.

Es gibt zwei Félle fiir Z:
— Z=afiraeX. Esfolgt 8 =¢, w=aw und z = a.
Per L.V. gilt o/ F w' und somit auch o = ao’ - aw’ = w.
— Z=Amit A— € P. Es folgt w=w' und z = ¢.

Per LV. gilt o’ F w' und somit auch Aa + o’ Fw' = w. O
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Bei einem NPDA nehmen wir in jedem Schritt ein Zeichen vom Kellerspeicher herunter,
aber diirfen beliebig viele Symbole auf den Kellerspeicher zuriicklegen. Was wére, wenn
die Hohe des Kellers pro Schritt hochstens um eins gréfler werden konnte? Verloren wir
dadurch nur Komfort oder kénnten wir dadurch weniger Sprachen akzeptieren?

Das folgende Lemma beantwortet diese Frage.
Lemma 4.3: Zu jedem NPDA gibt es einen dquivalenten NPDA, bei dem fiir alle
,9€Q,Z el yel™ xeXU{e} gilt: Falls (¢/,v) € 6(¢,z,Z), dann |y| < 2.
BEWEIS: Sei (¢',7) € §(q, 2, Z) mit v = Z,, ... Z; fiir n > 2:
e neue Zustidnde ¢2...¢,_1
Ersetze (¢/,v) durch (g2, Z271)
o Definiere 0(g;, e, Zi) = {(¢i+1, Ziv12Z:) }, fur 2 <i<n—1
o Definiere 0(¢n—1,¢, Zn—1) = {(¢, ZnZn-1)}

Wiederhole bis alle Transitionen die gewiinschte Form haben. Die Sprache des NPDA
andert sich durch diese Transformation nicht (ohne Beweis). O
Lemma 4.4: Zu jedem NPDA K gibt es eine CFG G, sodass L(K) = L(G).

BewEis: Ohne Einschrinkung (Lemma 4.3) sei K = (Q,%,T,¢"t, Z "t §) ein NPDA
mit |y| < 2 fir alle (¢/,v) € 6(¢q,2,72),q,¢ € Q,x €e LU {e},Z €T.

Definiere G = (X, N, P, S) mit N = (Q xI' x Q) U{S}. Bevor wir P beschreiben, wollen
wir zunachst die Intuition hinter den Nichtterminalsymbolen vermitteln.

Die dieser Konstruktion zugrunde liegende Idee wird durch die folgende Eigenschaft
beschrieben:

[q’ Z’ q/] l_ w gdw (q’ w7 Z) I>n (q,? 67 6) (*)

In Worten: Wir koénnen vom Nichtterminalsymbol [q, Z, ¢'] das Wort w genau dann in
n Schritten ableiten, wenn der NPDA die Konfiguration (¢, w, Z) in n Schritten in eine
akzeptierende Konfiguration mit Zustand ¢’ {iberfiihren kann.

Mit dieser Intuition kénnen wir nun die Menge der Produktionsregeln angeben. Wir
definieren P = Pg U Py U P; U Py mit:

Ps={S—[¢"", 2" ¢1| ¢ € Q},

Py={la.Z,d] > x| (d',¢e) € 6(g.2,Z),x € U {e}},

Pi={l0. 2,41 = (", Z,d]| (¢". Z) € 6(¢,2,Z),4' € Q,x € U {e}},

Py ={lq,Z,q'] = zlq1, Z1, @2)a2, Z2, 4] | (@1, Z122) € 6(q,%,2),q,q2 € Q,x € B U {e}}

Vorlesung:
8.12.2017
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Dabei unterscheiden Py, P; und P, die Fille, dass der Stack kleiner wird (Fp), gleich
hoch bleibt (P;) oder grofier wird (P3).

Beispiel:
NPDA fiir Leentereds := {0"10™ | n € Nyn > 0} C {0, 1}*:

0;X;XX
0;X;e

010 wird akzeptiert, weil (QO7 010, #) > (qoa 10, X#) > (qh 0, X#) > (qla & #) > (qla € E)'

Ps ={S — lq0,#; qo] Py = {[qo0, #, 0] — 0[qo, X, q0][q0, #> q0]
S = [q0, #, 1]} 90, #, 0] — 0lq0, X, q1l[a1, #: qo]
[90, #, q1] — 0lqo, X, qo][qo, #, ¢1]
Py={lg1, X, 1] = 0 [90, #: 1] = Olgo, X, q1][a1, #, ¢1]
[q1, #, 1] — €} [90, X, g0] — 0l[qo0, X, q0][q0, X, q0]
[90, X, qo] = Olqo, X, q1][q1, X, qo]
P = {[q0, X, q0] = 1[q1, X, qo] [q0, X, 1] — 0[qo, X, qo][q0, X, q1]
[q0, X, 1] — 1[q1, X, 1]} [q0, X, q1] = O[qo, X, q1][q1, X, q1]}
Ableitungsbaum fiir 010:
S = a0, #, q1]

[q(b #7 Q1] - O[QOa X’ q1][Q1a #7 (h]

[quXa ql] — l[tha QI] [QIa#aQI] — €

[Qth(h] —0
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Offensichtlich folgt aus dieser Eigenschaft L(G) = L(K), da wir vom Startsymbol S
genau die Nichtterminalsymbole der Form [¢"t, ZI"t ¢/] ableiten kénnen und der NPDA
genau die Worter w akzeptiert, fiir die (¢'"®, w, Z™"*) in eine akzeptierende Konfiguration
iiberfithrt werden kann.

Es bleibt zu zeigen, dass die Eigenschaft () gilt. Fiir den Fall n = 1 folgt die Eigenschaft
direkt aus den Pp-Regeln (und der Tatsache, dass keine der anderen Regeln ein einzelnes
Symbol oder ¢ ableiten kann).

e Beweisrichtung ,,=“ Wir zeigen diese Richtung via vollstdndige Induktion iber die
Anzahl der Ableitungsschritte.

ILA. n = 1: Folgt wie oben erwédhnt aus den FPy-Regeln.

n
I.S. n~ n+1: Sei [¢,Z,¢] - a F w eine Ableitung fiir w. Fiir den ersten Ablei-
tungsschritt kommen zwei Félle in Frage:

— Fall 1: « hat die Form z[¢", Z',¢'] (lg, Z,¢']| = a € P1).
n
Es folgt w = zw’ fir ein w' mit [¢", Z",¢'] - w'.
Nach L.V. gilt nun, dass (¢",w', Z") >" (¢, ¢, ).

Nach Konstruktion gilt (¢, z,2) 3> (¢",2'),q" € Q,x € ¥ U {e} und
somit (q,w, Z) > (¢", W', Z") " (¢, ¢, ).

— Fall 2: « hat die Form z[q1, Z1, ¢2][q2, Z2, 4] ([¢, Z,¢'] = « € P»).
Es gibt also einen Ableitungsbaum 7 = 7(71, 72), mit 71 € Abl([¢1, Z1, ¢2])
und 72 € Abl([ge, Z2,q']), sodass w = xY (T1)Y (T32).

k k
Es gilt also [¢1, Z1, ¢2] - Y (7T1) und [q2, Z2,q] E Y (T2) fur ki,ke € N,
sodass k1 + ko = n.

Per 1.V. folgt
(1, Y (Th), Z1) ™ (go, ,¢).

Mit Lemma 4.2 folgt auch
(q17 Y(ﬂ)y(ﬁ)a ZIZQ) l>k1 ((]27 Y(E)a ZQ)

Auch hier konnen wir wieder I.V. anwenden und erhalten:

(02, Y (T2), Z2) %2 (¢, ¢,¢)

Somit gilt:
(¢, 2Y (T)Y (T2), Z)>(q1, Y (Y (Ta), Z1Z2)>" (g0, Y (T2), Z2)>"2(d &, ¢)
—_———

w
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Beweisrichtung ,,<=“ Wir zeigen diese Richtung via vollstindige Induktion iiber die
Anzahl der Berechnungsschritte des NPDA.

ILA. n = 1: Folgt wie oben erwdhnt aus den Fy-Regeln.
I.S. n~n+1:

Sei (q,w,Z) >""1 (¢/,e,¢) eine Berechnung fiir w. Da wir annehmen, dass der
NPDA in einem Schritt hochstens zwei Symbole auf den Stack legen darf, kommen
fiir den ersten Berechnungsschritt nur zwei Félle in Frage:

o Fall 1: (q,w,Z) > (¢",w', Z') mit w = zw' fir x € LU {e}

Aus (¢",w',Z") >" (¢, €, ¢) folgern wir mit I.V. [¢", Z’,¢'] F™ w'. Nach Kon-
struktion konnen wir [q, Z, ¢'] - x[¢", Z’, ¢] ableiten.

o Fall 2: (q,w,2) > (1, W', Z1Z3) mit w = zw' fir x € U {e}

Aus (q1,w', Z17Z5) >" (¢, €, ¢) folgern wir: Fk1, ks € N, ¢ € Q, wy,wy € X*,
sodass gilt:

1. k1 +kos=n

2. w' = wjws

3. (qu,w', Z122) >R (o, w, Z2)
4. (g2, wa, Zo) % (¢, ¢, €)

Wir wéhlen k; als die kleinste Zahl, welche die obigen Eigenschaften erfiillt.
Damit wissen wir, dass wir Zs noch nie vom Keller genommen haben.

Aus 3. folgern wir (q1, w1, Z1) >* (ga,¢,¢) und mit L.V. [q1, Z1, ga] F* wy.
Aus 4. folgern wir mit L.V. [go, Z2, ¢'] F*? wo.

Es gibt also einen Ableitungsbaum 7 = (71, 72), mit 71 € Abl([q1, Z1, q2])
und 73 € Abl([g2, Z2,¢']), sodass w = xY (T1)Y (T2).

Somit gibt es auch eine Ableitung
[qv Zv q,] l_ x[Qla Zla Q2] [q27 Z27 q/] |_k1+k2 TWIW2. U

Satz 4.5: Die Menge der von Kellerautomaten akzeptierten Sprachen und die Menge
der kontextfreien Sprachen sind identisch.
BeEwEis: Folgt direkt aus Lemma 4.1 und Lemma 4.4. O

Bemerkung: Zu jedem NPDA gibt es einen dquivalenten NPDA, der nur einen Zustand
hat. (Folgt aus Lemma 4.4 und der Konstruktion aus dem Beweis von Lemma 4.1.)

Vorlesung:
13.12.2017
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5 Kontextfreie Sprachen — Teil 2

5.1 Das Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Satz 5.1 (Pumping Lemma fiir CFL): Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gilt:

neN, n>0: VzelL, |z|>n:
Ju,v,w,x,y € B*:
z = wowzxy, |vwz| <n, |ve| >1

und Vi € N : wo'wa'y € L

Lemma 5.2: In jedem Bindrbaum (Baum, bei dem jeder innere Knoten zwei Nachfolger
hat) mit > 2* Blittern gibt es mindestens einen Pfad der Linge > k von einem Blatt
zur Wurzel.

(ohne Beweis)

BEWEIS (von Satz 5.1): Sei G = (X, N, P, S) in CNF mit L(G) = L. Wihle n = 2/N1,
Betrachte den Ableitungsbaum 7 € Abl(S) fir ein Wort z mit |z| > n. T ist ein
Bindrbaum mit |z| > n = 2/ Blittern. In einem solchen Bindrbaum existiert nach

Lemma 5.2 ein Pfad ¢ der Lange > |N|. Auf ¢ liegen > |N| + 1 Nichtterminalsymbole.
Es muss also mindestens ein Nichtterminalsymbol A mehrmals vorkommen.

Folge ¢ vom Blatt in Richtung Wurzel, bis sich ein Nichtterminalsymbol A das erste
Mal wiederholt. Das geschieht nach < |N| Schritten. Teile z = uvwzy wie in Abb. 7a
skizziert. Es gilt:

o |vxz| > 1, da ¢ entweder durch B oder durch C lauft. Angenommen, ¢ verlauft

durch B. Somit muss C' F x gelten. In CNF ist C I € nicht méglich und somit ist
|z| > 1. Der Fall, dass ¢ durch C' verlduft, ist analog.

o Jvwz| < 2Nl = n, da das obere A hochstens |N| Schritte von der Blattebene
entfernt und 7 ein Bindrbaum ist.

« Fiir die Aussage Vi € N : uv'wz'y € L unterscheiden wir drei Fille:

— ¢ =0: Aus dem ,,unteren“ A haben wir w abgeleitet, aus dem oberen A haben
wir vwz abgeleitet. Wir kénnten also auch aus dem oberen A direkt w ableiten
und erhalten S F* uwy. (Siehe Abb. 7b).

— 4 = 1: Gilt trivialerweise, da uwvlwzly = 2.

— ¢ > 1: Aus dem ,oberen“ A haben wir vAx abgeleitet, aus dem unteren A
haben wir w abgeleitet. Wir kénnten also auch aus dem unteren A nochmal
vAx ableiten. Wenn wir dies oft genug wiederholen, kénnen wir jedes uv'wzx'y

mit ¢ > 2 erzeugen (siehe auch Abb. 7c).
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S
A — BC
A
— a
(v lvwlxz ]y ]
I z |
(a) Zerlegung z = wwway (b) uwy € L (c) w'iwaly € L

Abb. 7: Erklarung zu Satz 5.1
O
Lemma 5.3: Die Sprache L = {a"b"c" | n > 1} ist nicht kontextfrei.

BEwWEIS: Wir nehmen an, L wire kontextfrei. Sei n die Konstante aus dem PL. Wir
betrachten z = a™b"c". Es gilt also |z| = 3n > n. Dann gibt es eine Zerlegung z = uvwzy
mit |vz| > 1 und |vwz| < n. Wir zeigen nun, dass Vi € N : uv'wz'y € L nicht gilt (und
folgern, dass unsere Annahme falsch war).
Durch |vwz| < n ergeben sich fir vwz folgende Moglichkeiten:
e vwx = a’: Fiir i = 0 ist v’wz’ = w mit |w| < j. Die Anzahl der a stimmt also
nicht mehr mit der Anzahl der b {iberein.

o vwz = akb:

— Falls v = ¥, 2 = b7": Fiir i = 0 stimmt die Anzahl der a oder die Anzahl der

b nicht mehr mit der Anzahl der ¢ iiberein.

— Falls v ein Gemisch aus a und b enthélt: Fiir ¢ > 2 wiirde eine Folge a™ durch
eine b-Folge unterbrochen.

— Falls = ein Gemisch aus a und b enthélt: Fiir ¢ > 2 wiirde eine Folge a” durch
eine b-Folge unterbrochen.

e vwz = b’: analog zu Fall o/
o vwz = b*¢I: analog zu Fall a*t
e vwz = ¢/: analog zu Fall o/

In jeder der Moglichkeiten lésst sich also durch ,,Pumpen® ein Wort w ¢ L finden. Daher
kann L nicht kontextfrei sein. O

Vorlesung:
15.12.2017
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Lemma 5.4: Die Menge der kontextfreien Sprachen (M3) ist eine echte Teilmenge der
Menge der kontextsensitiven Sprachen (My).

BEWEIS: Aus Beobachtung 3.1 wissen wir bereits, dass Mo C My gilt. Aus Bsp. 3.3
wissen wir, dass L = {a"b"c" | n > 1} von einer kontextsensitiven Grammatik erzeugt
wird. Mit Hilfe von Lemma 5.3 folgern wir My C M. O

5.2 Abschlusseigenschaften fiir kontextfreie Sprachen

Satz 5.5: Die Menge der kontextfreien Sprachen (CFL) ist abgeschlossen unter Verei-
nigung (U), Konkatenation (-) und dem Sternoperator (*).

Bewels: Fir zwei CFG G; = (X, N;, P;, S;), i = 1,2, konstruiere G = (X, N, P, S) mit
LU N =N UNyU{S}
P={S— 5,5 S}UuPUP,
s N =Ny UNyU{S}
P={S— S515}UuPLUP
s TN =N U{S}
P={S—¢S5—>5Stup O

Satz 5.6: Die CFL sind nicht unter Schnitt (N) abgeschlossen.

BEWwWEIS: firn >1

{a"b"c™ | ny,m > 1} N{a™b"c" | m,n > 1} = {a"0"c"}
————
e¢CFL eCFL ¢CFL

Also CFL nicht abgeschlossen unter N. (siehe Lemma 5.3) O

Satz 5.7: Die CFL sind nicht unter Komplement (- ) abgeschlossen.

BEWEIS: Angenommen, CFL wire abgeschlossen unter - .

Falls L, Lo € CFL, dann ist L, Ly € CFL nach Annahme.

= L1 U Ly € CFL wegen Abschluss unter ,,U“

= L1 ULy = L N Ly € CFL — Widerspruch zu Nicht-Abschluss unter ,,N*. O

5.3 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Def. 5.1: Wir definieren einen Kellerautomaten mit akzeptierenden Zustinden als 7-
Tupel S
g = (Z’ Q? F’ qlnlt’Zlnlt767 F)
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mit den Komponenten ¥, Q, T, ¢™t, Z'"t § wie fiir einen gewohnlichen Kellerautomaten
und F' C @ als die Menge der akzeptierenden Zusténde.

Weiterhin definieren wir das Akzeptanzverhalten folgendermafien:

Eine Konfiguration (q,w,~y) eines Kellerautomaten mit akzeptierenden Zustdnden ist
akzeptierend, falls ¢ € F und w = e. Die von einem Kellerautomaten mit akzeptierenden
Zustanden & akzeptierte Sprache ist

L) ={weX" |Ige Fy eI : (¢ w0, Z™) " (g,6,7)}-
Hierbei ist > die Schrittrelation genau wie fiir gew6hnliche Kellerautomaten. o

Lemma 5.8: Zu jedem (gewo6hnlichen) Kellerautomaten gibt es einen Kellerautomaten
mit akzeptierenden Zustdnden, der die gleiche Sprache akzeptiert. Gleiches gilt in die
andere Richtung.

BEWwWEIS: Siehe Ubungsblatt 7 Aufgabe 5. O
Def. 5.2: Ein deterministischer Kellerautomat (DPDA) ist ein 7-Tupel
D=(2,QT.¢" 2™ 5 F)

wie gehabt

o ' C (Q akzeptierende Zustiande

§:Qx (XU{e}) xT = P(Q x I'*) wobei fiir alle ¢ € Q,a € X, Z € T gelten muss,
dass [0(q, a, Z)| + 6(q,¢, Z)[ <1

e Die Schrittrelation ,,i>* ist definiert wie bei NPDAs.
« L(D)={weX*|(¢"w,Z") " (¢,e,7) N € F} o

Lemma 5.9: Zu jedem DPDA D gibt es einen dquivalenten DPDA D., der jede Eingabe
bis zum Ende liest.

BEwEIS: Sei D = (3,Q,T,¢"t, ZI"t § F). Es gibt zwei Méglichkeiten, warum D nicht
die gesamte Eingabe verarbeitet: Die Transitionsrelation ist nicht total oder der Automat
bleibt bei leerem Keller stecken.

Abhilfe: Fiihre einen Senkzustand ein, auf dem Dg weiterrechnet, wenn D nicht mehr
weiterrechnen kann. Definiere dazu Dg = (3, Qg, s, ¢'t, ZINt §g, Fg) mit

Qs=QU {qg‘it, ¢s} mit neuen Zustinden: qgw’it neuer Startzustand und ¢s; Senkzustand
Fs=F

I's = T'U{Z"} neues Kellerbodensymbol

und Transitionsfunktion dg gegeben durch

Os(qs™,e, 28") = {(¢™", 2™ 2g")}
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o Transitionsfunktion totalisieren: Fiir alle g € Q, Z € I

0(q,e,Z) falls 6(q,e,Z) # 0V 3Ja € X,6(q,a,Z)#0
5s(q7872)_{ 4,¢,2) (a.¢,2) # (4.0, 2) #

(

{(gs, Z)} sonst

5(q,a,Z) falls §(q,e,Z) A0V (q,a,Z) # 0
(

Os(d,a,2) = {{ gs, Z)} sonst

Intuition: Wenn §(q,a,Z) = () und es keinen e-Ubergang gibt, kann das Wort von
D nicht weiter abgearbeitet werden. Dg geht nun in Senkzustand g; und arbeitet
dort weiter. Analog fiir d(q, €, Z).

o Kellerunterlauf vermeiden: D hat Z™"* abgerdumt, so dass Zi't sichtbar geworden
ist. Filige eine e-Transition in Senkzustand ¢, hinzu, indem man fiir alle ¢ € @
definiert:

55((]7 €, Zgit) = {(qs, Zg’“t)}
In ¢s kann Dg nun das Restwort fiir alle @ € X, Z € I'g abarbeiten:

95(gs: @, Z) = {(4s, 2)}

Bemerkung: gs ¢ Fg, da ein Kellerunterlauf das Akzeptieren des eingelesen Worts
ausschlief3t.

Es verbleibt zu zeigen:
« Vw € X" 3¢ € Qs, v €TE: (¢§", w, Z§%) > (q.€,7).
(Induktion tiber die Lange von w)

« L(D) = L(Ds). 0

Satz 5.10: Die deterministischen CFL sind unter Komplement abgeschlossen.

BEWEIS: Sei L deterministisch kontextfrei. Nach Lemma 5.9 gibt es einen DPDA D mit
L(D) = L, der die komplette Eingabe liest.

Konstruiere einen DPDA Dg, sodass L(Dg) = L. Definiere dazu Qx = Q x {0,1,2}.
Bedeutung des zusétzlichen ,Flags® in {0, 1,2}:

e 0: seit dem Lesen des letzten Symbols a € 3 wurde kein akzeptierender Zustand
durchlaufen

e 1: seit dem Lesen des letzten Symbols a € 3 wurde mindestens ein akzeptierender
Zustand durchlaufen

e 2: markiert einen akzeptierenden Zustand in Dy
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Fr =@ x {2}
Definiere Hilfsfunktion acc: @Q — {0,1} durch

0 g¢F
1 geF

wel) = {

qilr([it — (qinit’ acc(qinit))
Wir definieren ¢’ fiir alle ¢ € Q, Z € T" folgendermaflen.
Falls 6(q,¢,7) = {(¢/,7)}, dann

'((¢,0),¢,2) = (¢, ace(d)),7)
8 ((¢,1),6,2) = ((d',1),7)

Falls 6(q,a,Z) = {(¢,~)}, dann

S
—~
~—~
=

—
S—
§>

N
SN—

|

—
—
Q\

=)

(@)

o
—~
(=
\;

) 0

Satz 5.11: Die deterministisch kontextfreien Sprachen sind eine echte Teilmenge der
kontextfreien Sprachen.

BEWEIS: Offensichtlich gibt es eine Teilmengenbeziehung, denn die von nichtdeterminis-
tischen Kellerautomaten mit akzeptierendem Zustand akzeptierten Sprachen sind gera-
de die kontextfreien Sprachen und jeder deterministische Kellerautomat ist ein spezieller
nichtdeterminischer Kellerautomaten mit akzeptierenden Zustdnden. Die deterministisch
kontextfreien Sprachen sind unter Komplement abgeschlossen, die kontextfreien Spra-
chen sind es nicht. Die beiden Mengen von Sprachen kénnen also nicht gleich sein. [
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6 Turingmaschinen

TODO ganz kurze Einfiihrung

Weiteres Maschinenmodell
Maximale Eskalation alles was berechnet werden kann
zahlen dafiir hohen Preis: Nicht-triviale Endlosschleifen

werden sehen: Entspricht Typ-0 Grammatiken

6.1 Turingmaschine (informell)

Die Turingmaschine (TM) ist eine Erweiterung des endlichen Automaten mit den fol-
genden Zusétzen.

Die Eingabe steht auf einem Band, das rechts und links der Eingabe unendlich
viele Zellen hat.

ulblalnlaln|e|u|lu|lululu

[ Turingband

Kopf
Abb. 8: Turingband

Der Kopf der TM kann nicht nur Zeichen lesen, sondern auch Zeichen schreiben.
Der Kopf steht wie bei endlichen Automaten immer auf genau einer Zelle und liest
in jedem Rechenschritt das Zeichen, welches auf dieser Zelle geschrieben steht. Im
Gegensatz zu endlichen Automaten kann der Kopf aber auch Zeichen schreiben; er
tut dies in jedem Rechenschritt. Dabei wird das aktuelle Zeichen der Zelle durch
ein neues Zeichen ersetzt. Neues und altes Zeichen diirfen aber auch identisch sein.

Wir haben nicht nur ein Eingabealphabet 3, sondern auch ein Bandalphabet T'.
Jede Zelle des Bands ist mit einem Zeichen des Bandalphabets beschriftet. Wir
haben in unserem Bandalphabet ein spezielles Zeichen 1 € T', das wir Blank nennen
und welches ein Feld als ,leer* markiert. Zu Beginn sind alle Zellen, auf denen keine
Eingabe steht, mit einem Blank-Zeichen beschriftet.

Der Kopf der TM kann nicht nur nach rechts bewegt werden, er darf auch nach
links bewegt werden oder seine Position beibehalten.

Wie bei endlichen Automaten steht der Kopf zu Beginn auf dem ersten (am weitesten
links stehenden) Zeichen der Eingabe.

Vorlesung:
20.12.17
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Wir geben die Transitionsfunktion einer Turingmaschine mit Hilfe einer Tabelle, der
sogenannten Turingtabelle an.

‘ q ‘ a ‘ q ‘ a ‘ d ‘ Die Bedeutung eines Tabelleneintrags ist dabei: Wenn die
TM in Zustand ¢ ist und der Kopf liest gerade das Symbol

a € T, dann wechsle in den Zustand ¢/, schreibe o’ (iiber
altes a) und bewege den Kopf geméfi d € {R,L, N} .

Eine Turingmaschine arbeitet schrittweise. In jedem Rechenschritt wird eine Zeile der
Turingtabelle angewendet. Bei nichtdeterministischen Turingmaschinen kann es Situa-
tionen geben, bei denen mehrere Zeilen der Turingtabelle angewendet werden koénnen,
bei deterministischen Turingmaschinen kann immer héchstes ein Tabelleneintrag ange-
wendet werden. In beiden Féllen (deterministisch/nichtdeterministisch) darf es auch den
Fall geben, dass keine Zeile angewendet werden kann. In solch einem Fall hélt die Turing-
maschine an. Nachdem die Turingmaschine angehalten hat, priifen wir, ob der aktuelle
Zustand ein akzeptierender Zustand ist. Falls ja, wird die Eingabe akzeptiert, falls nein,
wird die Eingabe verworfen.

Waurde eine Eingabe nicht akzeptiert, kann dies also zwei Ursachen haben:

1. Die Turingmaschine war nach dem Anhalten nicht in einem akzeptierenden Zu-
stand.

2. Die Turingmaschine hat niemals angehalten.

Wir werden deterministische Turingmaschinen nicht nur verwenden, um Sprachen zu
definieren (Akzeptanz), sondern auch um (partielle) Funktionen vom Typ ¥* — ¥* zu
definieren. Das Funktionsargument ist dabei das Wort, welches zu Beginn auf dem Band
steht. Das Resultat ist das Wort, welches am Ende auf dem Band steht (ohne den Teil
links des Kopfs); um sicherzustellen, dass das Resultat ein Element von ¥* ist, projizieren
wir den Inhalt jeder Zelle nach dem Halten auf X.

Da die TM in endlich vielen Schritten nur endlich viele Zeichen schreiben kann, ist klar,
dass das Resultat nach dem Halten ein endliches Wort ist. Halt die TM nicht, ist der
Funktionswert fiir die entsprechende Eingabe undefiniert (daher beschreiben Turingma-
schinen im Allgemeinen nur partielle Funktionen).

Bsp.: Aufgabe: Verschiebe das erste Zeichen ans Ende der Eingabe.
Dafiir benutzen wir fiir jedes Symbol x im Eingabealphabet einen eigenen Zustand g.

C
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G lr|g|u|R|z#0u
Gz |u | g3 |2 | L
G|y |9 |y | R||y#u
G lyllealy|L]y#uo
g |ul|l@u|uv| R

Sie finden zwei weitere Beispiele fiir Turingmaschinen in den Folien, die auf der Vorle-
sungswebseite verlinkt sind.

https://swt.informatik.uni-freiburg.de/teaching/WS2017-18/info3

6.2 Formalisierung der TM
Def. 6.1: Eine TM ist ein 7-Tupel
M= (Za Q7 Fv (57 qinit7 L, F)

mit den folgenden Komponenten:
e Y ist ein Alphabet, das wir Fingabealphabet nennen,
e (Q ist eine endliche Menge, deren Elemente wir Zustinde nennen,
o I' D X ist eine Menge, die wir Bandalphabet nennen,

e 0:QxI' — P(QxT x{R,L,N}) ist eine Funktion, die wir Transitionsfunktion
nennen,

e ¢t € Q ein Zustand, den wir Startzustand nennen,
e uel'\ X ist ein Zeichen, das wir Blank nennen und

e F C Q ist eine Teilmenge der Zustdnde, deren Elemente wir akzeptierende Zustinde

nennen.
Die TM M heift deterministisch (DTM), falls Vg € Q,Va € T',|0(q,a)| < 1. Ansonsten
ist M nichtdeterministisch (NTM). o

Im Folgenden sei M = (2,Q,T,6,¢"t, L, F) eine TM.
Die Konfiguration einer Turingmaschine wird durch drei Dinge beschrieben:

1. Der aktuelle Zustand


https://swt.informatik.uni-freiburg.de/teaching/WS2017-18/info3
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2. Der Bandinhalt
3. Die Position des Kopfs

Die scheinbar ,natiirlichste” Beschreibung der Konfiguration wére also ein Tripel aus
Q@ x (Z — T') x Z. Dies wiirde aber erfordern, dass wir jede Zelle des Bands mit einer
ganzen Zahl identifizieren und wir miissten uns eine endliche Reprisentation fiir die
Abbildung Z — T iiberlegen. Wir verwenden stattdessen den folgenden ,Trick* und
beschreiben eine Konfiguration durch ein Tripel (v, ¢, w). Dabei beschreibt

e v ein endliches Suffix der Bandhélfte links des Kopfs, das alle nicht-Blank-Zeichen
(dieser Halfte) enthélt,

e ¢ den aktuellen Zustand und

o w ein endliches Prifix der verbleibenden Bandhélfte (also unter Kopf und rechts
davon), das alle nicht-Blank-Zeichen (dieser Hélfte) enthélt.

via|lw

t
Kopf; Zustand ¢

Abb. 9: Informelle graphische Darstellung einer Turingmaschinenkonfiguration

Def. 6.2: Die Menge der Konfigurationen einer TM ist Konf(M) = T'* x Q x I'". Die
Startkonfiguration bei Eingabe w ist (e, ¢™t, w) fiir w # € und (g, ¢™¢, 1) fiir w = . Eine
Haltekonfiguration ist eine Konfiguration (v, ¢, aw), bei der 6(q,a) = 0 gilt. o

Notation: Wenn aus dem Kontext klar wird, welcher Buchstabe zu welche Komponen-
te des Tripels gehort, diirfen wir die Klammern und Kommata auch weglassen. Wir
schreiben z.B. die Startkonfiguration als ¢'"tw .

Def. 6.3: Die Rechenschrittrelation

F C Konf(M) x Konf(M)
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ist definiert durch:2°

1. vgaw - vg'dw  falls 6(q,a) = (¢',a’, N)
2. vgaw Fvd'qw  falls §(q,a) = (¢',d’, R),w # ¢

va'q'u " LW =€
3. qawhk ¢dudw §(q,a)=(¢,d,L)

vbgaw F vg'ba'w " beTl o

Analog zu den vorigen Kapiteln schreiben wir * C Konf (M) x Konf (M) fiir die reflexive
transitive Hiille von .

o Das Symbol F steht also fiir eine Relation tiber Konf(M), die einzelne Berech-
nungsschritte beschreibt.

o Der Ausdruck F* steht fiir eine Relation iiber Konf(M), die eine endliche Sequenz
von Berechnungsschritten beschreibt.

Def. 6.4 (Von TM akzeptierte Sprache): Wir sagen M akzeptiert w € ¥*, wenn die
folgenden drei Eigenschaften gelten.

1. ¢"tw F* uqu

2. uqu Haltekonfiguration

3. g€ F
Die von M akzeptierte Sprache ist

L(M) ={w € £ | M akzeptiert w}. o

Def. 6.5: Eine DTM M hdlt auf einer Eingabe w, falls es eine Haltekonfiguration uqv
gibt, sodass ¢Mtw F* uqu gilt. o

Falls eine DTM M ein Wort w nicht akzeptiert, kann dies zwei Ursachen haben:
1. M hélt nicht auf w.

2. Der Zustand der Haltekonfiguration von M auf w ist nicht akzeptierend.

%Die beiden Spezialfille, dass q ,,ganz rechts® oder ,ganz links“ steht, wurde in der Vorlesung am
20.12.2017 vergessen. Die Definition wurde am 10.1.2018 nochmal kurz besprochen.
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Def. 6.6 (Die von einer DTM M berechnete Funktion): Sei M eine DTM. Dann ist
die von M berechnete partielle®® Funktion fiq : X* - $* wie folgt definiert.

qinit,w * uqvl
Fra(ao) v falls 3(u, q,v") € Konf(M) sodass und wuqv’ ist Haltekonfiguration
Mm(w) =

und v = out(v’)

undef. sonst

Dabei ist out die Funktion, die ein Wort auf das Eingabealphabet 3 projiziert. Wir
definieren out : ['* — ¥* formal wie folgt.

out(e) =¢
out(au) = a-out(u) a€X
out(bu) = out(u) beTl'\ X o

Beobachtung: Die Funktion fa(w) ist genau fiir die Worter definiert, fiir die M angesetzt
auf w halt.

6.3 TM-Programmierung mit Hilfe von Flussdiagrammen

Vorlesung:
Auch fiir einfache Turingmaschinen koénnen die Turingtabellen sehr grofl werden. Wir  10.01.2018

fiilhren deshalb einen Formalismus ein, der es uns erlaubt, mehrere kleine Turingmaschi-
nen zu einer groffen zusammenzubauen.

Idee: Wir nehmen einen gerichteten Graphen und beschriften dessen Knoten mit Tu-
ringmaschinen und dessen Kanten mit einer Teilmenge des Bandalphabets. Eine Kante

My {a’—>b’c} M bedeutet dann: Wenn die TM M hélt und a, b oder ¢ unter dem Kopf
steht, dann kann TM My beginnend mit ihren Startzustand auf dem aktuellen Bandin-
halt weitermachen. Voraussetzung ist, dass alle TMs das gleiche Bandalphabet und das
gleiche Blanksymbol verwenden.

Bsp. 6.1: Wir definieren uns zunéchst fiir beliebiges ¥ und I' drei sehr einfache Tu-
ringmaschinen.
o 1-Schritt-Rechtsmaschine M,
Geht fiir beliebigen Bandinhalt einen Schritt nach rechts und hélt dann.

{(q1,z,R)} falls ¢ = qo
{} falls ¢ = 1

26Im Gegensatz zu einer Funktion muss eine partielle Funktion nicht fir alle Elemente des Urbilds
definiert sein. Ist f keine Funktion, sondern nur eine partielle Funktion von X nach Y, so schreiben
wir f: X » Y statt f: X =Y.

M, = (2,{q0,q1},T,0,q0,u,{}) mit 6(¢q,z) = {
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e 1-Schritt-Linksmaschine M;:
Geht fiir beliebigen Bandinhalt einen Schritt nach links und halt dann.

{(q1,z,L)} falls g =qo
{} falls ¢ = ¢1

o Fiir jedes Zeichen y € I' die Druckmaschine D,:

M= (3,{q0,01},T,9,q0,u,{}) mit §(q,z) = {

Schreibt das Zeichen y in die Zelle, {iber der sich der Kopf befindet, und halt dann.

{(917% N)} falls q=4q0

Dy = (27 {QO7QI}7P757 qo, u, {}) mit 6(q,.7]) -
{} falls ¢ = q1

Bsp. 6.2: Mit Hilfe von Flussdiagrammen definieren wir uns nun zwei weitere Turing-
maschinen.

e Rechtsmaschine M g:

Geht fiir beliebigen Bandinhalt nach rechts, bis ein Blanksymbol erreicht ist, und
hélt dann. Es wird mindestens ein Schritt gemacht.

My DT\ {u}

e Linksmaschine M:

Geht fiir beliebigen Bandinhalt nach links, bis ein Blanksymbol erreicht ist, und
hélt dann. Es wird mindestens ein Schritt gemacht.

M DT}

Wir definieren das Flussdiagramm nun formal wie folgt.

Def. 6.7: Ein Flussdiagramm ist ein 7-Tupel G = (X, T, 1, V, E,v™™t Ly, Lg). Dabei ist
e X ein Alphabet, das wir Eingabealphabet nennen,
e ' D X ein Alphabet, das wir gemeinsames Bandalphabet nennen,
o ueT\ X ein Zeichen, das wir gemeinsames Blanksymbol nennen,
o (V,E) ein gerichteter Graph,
e vI"t € V ein Knoten, den wir Startknoten nennen,
e Ly eine Abbildung, die jedem Knoten v € V' eine Turingmaschine zuordnet und

e Lp: E — P(T) eine Abbildung, die jeder Kante (v,v") € E eine Teilmenge des
Bandalphabets zuordnet. o

Vorlesung:
12.01.2018
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Notation: Bis zum Ende des Kapitels schreiben wir M, = (X, Q,, T, 8y, ¢"t, 1, F,) fiir
die Turingmaschine Ly (v), also die Turingmaschine, die dem Knoten v zugeordnet ist.

Def. 6.8: Die von einem Flussdiagramm G = (X,T,u,V, E,v™ Ly, Lg) definierte
Turingmaschine ist M = (%, Q, T, 6, ¢™t, 1, F), wobei

® Q = U Qv 2

veV
o ¢ =gl

dv(q, ) falls ¢ € Q, und 6,(g, ) # 0
® 5(% x) = /
(q//vxaN) 7€ Qv (Uﬂ) ) <& . sonst
z € Lp((v,v)),q" =¢h"

« F= \JF,. o

veV

Konvention: Analog zu Startzustédnden von endlichen Automaten verwenden wir einen
eingehenden Pfeil, um den Startknoten eines Flussdiagramms zu kennzeichnen.

Bsp. 6.3: Wir wollen eine TM konstruieren, welche die wie folgt definierte Subtraktion
von natiirlichen Zahlen implementiert.

F:NxN-oN f(x,y):{x_y falls 7 2 y
0 sonst
Wir verwenden dabei eine auf Strichsymbolen basierende Unércodierung fiir die Operan-
den und nehmen an, dass das Zeichen # verwendet wird, um die Operanden x und ¥y in
der Eingabe zu trennen. Wir haben also ¥ = {I, #} und fiir Minuend x und Subtrahend
y hat die Eingabe hat die folgende Form.

I I#T...1
— " ——

x Mal y Mal

Idee: Losche fiir jeden y-Strich einen z-Strich. Losche falls notig (Fall y > z) verblei-
bende y-Striche. Losche anschlieBend das Trennzeichen #. Wir verwenden die iibliche
Notation fiir das Blanksymbol, bendtigen keine weiteren Zeichen fir unsere Berechnung
und verwenden daher das Bandalphabet I' := 3 U {u}.

2TUm eine disjunkte Vereinigung zu erreichen, miissen wir ggf. Zustéinde umbenennen.
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e MR Ml Du ML MT’ Du
j{#} j{#}
D, LM, D LM,
o

{1}

Die obere Schleife beschreibt das simultane Entfernen von Strichen in x und y. Die erste
Abzweigung nach unten wird genommen, wenn alle Striche von y entfernt wurden — also
urspriinglich y kleiner (<) als & war. Die untere Schleife wird ausgefiihrt, wenn y echt
grofler als x war; sie dient dazu, die verbleibenden Zeichen auf dem Band zu 16schen, um
die unércodierte 0 (also das leere Wort) zu erzeugen.

6.4 Varianten von TMs

Es gibt sehr viele Varianten von Turingmaschinen. Diese sind dquivalent zu Def. 6.1 in
dem Sinne, dass sie nicht mehr Sprachen akzeptieren oder mehr Funktionen berechnen
kénnen. Je nach Anwendung kénnen diese Varianten aber bequemer sein. Wir stellen in
diesem Abschnitt zwei solche Varianten vor.

6.4.1 Mehrspurmaschinen

Eine k-Spur-Turingmaschine arbeitet wie eine (gewohnliche) TM, aber das Band hat
hier k£ Spuren. Der Kopf liest und schreibt also immer einen k-Vektor von Zeichen. Die
Transitionsfunktion hat den Typ 6 : Q x I'* — P(Q x I'* x {R, L, N}).

Die Eingabe steht zu Beginn auf der ersten Spur. Zum Ermitteln der Ausgabe betrachten
wir auch nur die erste Spur.

Abb. 10: Mehrspurmaschine

Bsp.: bindre Addition und Multiplikation nach der Schulmethode
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Bemerkung: Eine k-Spur-TM kann von einer (gewohnlichen) TM simuliert werden.

Idee: Verwende Bandalphabet I'sin = XU (T* x {u, B, A}) und Blanksymbol ugm = uF*L.
Hierbei steht B fiir ,,besucht” und A fiir ,,Ausgabe“.

1. Konvertieren der Eingabe:

]
Laufe einmal iiber die Eingabe und ersetze a € ¥ durch . € I'sim. Bewege den

U
Kopf zuriick in die Ausgangsposition (also die am weitesten links liegende Zelle,
die verschieden von Lgm ist).

2. Simulation:
Exaktes Nachahmen jedes Rechenschritts der k-Spur-TM, bis diese anhélt. Schrei-
be dabei als k£ + 1-te Komponente des Tupels immer ein B.
3. Konvertieren der Ausgabe:
ai

Idee: Ersetze jedes : € I'sim durch aq, falls a; € X, und sonst durch
ag

x A
(Zur Ausgabe gehoren schliefilich nur die Elemente aus X.)

e Problem 1: Woher wissen wir, wie weit wir nach rechts laufen miissen?

Loésung: Wir achten auf die letzte Komponente des Tupels. Wir laufen so lange
nach rechts, wie dort ein B steht, denn alle diese Zellen haben wir mindestens
einmal besucht.

e Problem 2: Alles was links des Kopfs steht, gehort nicht zur Ausgabe. Wie
bekommen wir den Kopf wieder an die Stelle, wo er vor dem Konvertieren der
Ausgabe war?

Losung: Wir laufen so lange nach links, bis das erste Zeichen kommt, das
nicht aus ¥ ist und dessen letzte Komponente kein A ist.

6.4.2 Mehrbandmaschinen

Eine k-Band-TM hat k Bénder, die jeweils einen eigenen Kopf haben. In jedem Schritt
wird jeder Kopf lesen, schreiben und sich bewegen. Dabei darf sich jeder Kopf in eine
andere Richtung bewegen.

Die Transitionsfunktion hat den Typ 6 : Q x I'* — P(Q x T* x {R, L, N}*).



6 Turingmaschinen 79

Bemerkung: Eine k-Band-TM M kann von einer 2k + 1-Spur-TM My, simuliert
werden.

Idee: Codiere die Konfiguration einer k-Band-TM mit Hilfe von 2k Spuren. Simuliere
einen Schritt der k-Band-TM in mehreren Schritten. Verwende dabei eine zusétzliche
Spur, um das bisher bearbeitete Band zu kennzeichnen. Der Zustand von M wird im
Zustand von Mgy, codiert.

Das Bandalphabet der k-Spur-TM sei dabei g, = T' U {#, B}.

e Spur 2¢ — 1 simuliert Band 3.

e Spur 2¢ ist leer bis auf einen Marker #, welcher die Position des Kopfs auf Band 4
markiert.

e Spur 2k + 1 enthélt das Zeichen B an jeder Position, die bereits bearbeitet wurde.

Spur
1 Band 1
2 # Kopf fiir Band 1
3 Band 2
4 # Kopf 2

: Vorlesung:
2% — 1 Band k 17.01.2018
2k # Kopf k
2k+1 ...u.uBBBB ... BBBBuu...

1 linker Rand 1 rechter Rand

1. Herstellen der Start-Konfiguration:

o Schreibe Kopfmarkierung (Zeichen #) auf allen geraden Spuren und B auf

Spur 2k + 1.
Spur 1 ajasy...a, (= Eingabe)
2 i
3 u
4 i
2k—1 U
2% #
2k+1 uBu

2. Simulation:

Der Kopf der Mehrspurmaschine startet jeweils bei der linken Begrenzung, also
beim am weitesten links stehenden B auf Spur 2k + 1.
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e Laufe bis zum rechten Rand. Sammle dabei die Symbole unter den Kopfen
(markiert mit #) und merke dir diese im Zustand (Vektorcodierung 7 € T'%).

_>
o Bestimme Resultat von Transitionsfunktion d(q, 7)_:> (d,~, 3)

neuer Zustand ¢/, fiir jeden Kopf ein neues Symbol 7' und Richtung d .

o Laufe zuriick nach links. Schreibe dabei das jeweilige Zeichen 7’ am entspre-
chenden Kopf und versetze diesen geméfl d .

Falls eine Kopfbewegung den Rand auf Spur 2k + 1 tiberschreitet, dann schreibe
ein weiteres B.

Beim Riicklauf: Teste auf Haltekonfiguration der k-Band-TM. Falls ja, so springe
in eine Haltekonfiguration der k-Spur-TM.

Bemerkung: Angenommen, fiir ein Wort der Lange n benéotige die k-Band-TM M T'(n)
Schritte und S(n) Zellen auf den Bandern. Dann benétigt Msim hochstens O(S(n)) Zellen
und O(S(n) - T(n)) = O(T(n)?) Schritte.

6.5 Universelle Turingmaschine

Die bisher betrachteten Turingmaschinen waren (ebenso wie endliche Automaten oder
Kellerautomaten) auf einen Einsatzzweck beschrénkt und konnten nur eine bestimmte
Sprache akzeptieren oder eine bestimmte Funktion berechnen. Dies entspricht nicht un-
serer Vorstellung eines Computers, denn dieser kann normalerweise beliebige Programme
ausfithren.

In diesem Kapitel konstruieren wir nun eine TM My, die als Eingabe sowohl eine Codie-
rung " M einer beliebigen TM M als auch deren Eingabe w nimmt, sodass die folgenden
drei Eigenschaften gelten.

w € LM) & " M #w e L(My) (5)
M hilt auf Eingabe w < My hélt auf Eingabe "M #w (6)
fam(w) = fay ("TM#w) (7)

Wir nennen My die universelle Turingmaschine.

6.5.1 Codierung von Turingmaschinen

Zunichst wollen wir uns eine Codierung "M™ fiir M = (3,Q,T,6,¢"t, 1, F) iiberle-
gen. Die Effizienz unserer Codierung ist uns dabei nicht wichtig und wir versuchen der
FEinfachheit wegen mit Unércodierungen zu arbeiten.

Finige Voriiberlegungen:
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e Da @ und I'" endlich sind, konnen wir jedem ihrer Elemente eine natiirliche Zahl
zuordnen.

« Wir miissen ¢™* und v nicht explizit codieren; wir verwenden die Konvention, dass
g™ der Zustand mit der Nummer 1 und u das Zeichen mit der Nummer 1 ist.

e Wir miissen Y, @) und I' nicht explizit in die Codierung mit aufnehmen. Fiir das
Ausfiihren einer TM sind nur die Elemente aus ¥, () und I' relevant, die auch in
der Transitionsfunktion § vorkommen.

Idee: Codiere Elemente aus () und I' unar mit dem Zeichen 0. Verwende das Zeichen 1,
um unércodierte Zahlen zu trennen.

e Zustande:
Seien qi, ..., ¢, die Elemente von Q, sodass ¢ = ¢™*.
Definiere T¢; 7 := 0%,

e Menge der akzeptierenden Zusténde:
Seien g, , ..., qx, die Elemente von F.
Definiere "F'":="q, 1"qr, '1...17qx,, "

o Bandalphabet:
Seien ayq, ..., a, die Elemente von I', sodass a1 = v.
Definiere "a; ' := 0.

o Richtung (in die der Schreib-Lesekopf bewegt wird):
Definiere "L :=0, "N := 00 und "R := 000.

o Transitionsfunktion:

Seien (gt,, asy, 4, at, 5 dey ), - - - (Gt Q15 G, A, 5 dy,,) die Elemente von 4§, die nicht
auf {} abgebildet werden.

Definiere
"0 = "qy, "1"ay, gy, "1"ay, 1dy, 11 11 gy, 1 ag, 1Tqy, "17ay 17dy, "
e Turingmaschine:

M7 :=111"6M"11T F 1111

Bsp. 6.4: Wir bestimmen nun die Codierung "M, der 1-Schritt-Rechtsmaschine aus
Bsp. 6.1 fir ¥ = {0,1} und I" = {0, 1, u}. Wir nehmen dabei fiir die Elemente von @, I’
und § die folgenden Reihenfolgen an.
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q0, 91
u,0,1
(qO) U, g1, U, R)7 (QO,O,QhO’ R)7 (q05 ]-a qi1, ]-a R)

| H|O

Wir erhalten:
e Zustande: "qp'=0,"q; '= 00
o Menge der akzeptierenden Zustéinde: "F7 = ¢ (da F = {})
e Bandalphabet: "' =0, 70" =00, "1 = 000

o Turingmaschine: "M, " =
erste Transition zweite Transition dritte Transition

1110101001010001101001001001000110100010010001000111\/111
1—6—\ I'FT

6.5.2 Arbeitsweise der universellen Turingmaschine

Da die universelle Turingmaschine My recht komplex ist, wollen wir diese hier nicht
formal definieren, sondern geben nur eine informelle Beschreibung der Arbeitsweise an.

Wie definiere My als 3-Band-TM, wobei die Bander By, By und B3 wie folgt genutzt
werden.

B; : Zu Beginn steht hier die Eingabe fir My . Nach der Initialisierung von My ver-
wenden wir Bi, um das Band der Eingabeturingmaschine M nachzuahmen.

By : Speichere die Codierung der Eingabeturingmaschine "M ™.
Bs : Speichere den aktuellen Zustand von M (0 fiir Zustand q).
Die universelle Turingmaschine M beginnt zunéchst mit einer Initialisierung, die aus
den folgenden drei Teilen besteht.
1. Priife, ob der erste Teil der Eingabe " M™ eine giiltige Turingmaschine codiert.

Die Menge der giiltigen Codierungen kann mit Hilfe einer kontextfreien Grammatik
beschrieben werden (siehe Ubungen).

2. Verschiebe "M ™ auf By. Schreibe dabei Blanksymbole auf die Bandzellen von Bj.
Uberschreibe anschlieBend das Symbol #, das die Eingabeturingmaschine und das
Eingabewort trennt, durch ein Blanksymbol.

3. Schreibe 0 (also die Codierung des Startzustands von M) auf Bs.

Nach der Initialisierung ist My also in der folgenden Konfiguration.

Bi:w
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Bgi rMT
Bg: 0

Nach der Initialisierung wird My das Verhalten von M nachahmen. Fiir jeden Schritt
von M macht My dabei die folgenden Schritte.

Suche ein Element (q,a,q’,a’,d) der Transitionsfunktion § von M, das zum aktuellen
Zustand ¢ und zum aktuellen Bandsymbol a passt.

Wir laufen hierfiir einmal iiber das komplette Band By. Zustéinde werden zeichenweise
mit dem Inhalt von Bs verglichen. Die Zuordnung von Alphabetsymbolen a zur Codie-
rung "a’ ist fest in My eingebaut.

e Falls solch ein Element der Transitionsfunktion existiert, schreibe auf By das Zei-
chen o’ und bewege den Kopf wie durch d definiert. Ersetze aulerdem die Codie-
rung "¢ auf B durch "¢'". Fahre anschlieend mit dem Nachahmen des néchsten
Schritts von M fort.

o Falls kein solches Element der Transitionsfunktion existiert, hat M eine Haltekon-
figuration erreicht. Wir vergleichen nun den aktuellen Zustand (auf Bs) mit den
auf By gespeicherten akzeptierenden Zustdnden und akzeptieren oder verwerfen
die Eingabe entsprechend.

Satz 6.1: Die universelle TM My erfiillt die Eigenschaften (5), (6) und (7).
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7 Berechenbarkeit

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass es Sprachen gibt, die von keiner TM akzep-
tiert werden konnen, und dass es Funktionen gibt, die von keiner TM berechnet werden
konnen.

7.1 Das Gesetz von Church-Turing (Churchsche These)

These: Jede intuitiv berechenbare Funktion ist mit einer TM (in formalem Sinn) be-
rechenbar.

,Intuitiv berechenbar* = man kann einen Algorithmus hinschreiben
e endliche Beschreibung
e jeder Schritt effektiv durchfithrbar
e klare Vorschrift
Status wie Naturgesetz — nicht beweisbar
— allgemein anerkannt
— Weitere Versuche um Berechenbarkeit zu formulieren haben sich als dquivalent zu

einer TM erwiesen.

Def. 7.1: Eine (partielle) Funktion f : ¥* — X* heifit berechenbar, wenn es eine
Turingmaschine M gibt, sodass f die von M berechnete Funktion ist. o

Bemerkung: In der Literatur wird in Def. 7.1 oft auch nicht der Begriff berechenbar,
sondern die Begriffe Turing-berechenbar oder rekursiv verwendet. Die Intention dahinter
ist, den Begriff berechenbar fiir ,,intuitiv berechenbar“ aufzusparen. Wir wollen uns hier
aber ganz auf die Churchsche These verlassen und zur Vereinfachung den Begriff auch
formal besetzen.

7.2 Nicht berechenbare Funktionen
Wir werden nun zeigen, dass es Funktionen gibt, die nicht berechenbar sind. Unser
Vorgehen wird dabei das folgende sein.

o Wir zeigen, dass es so viele Turingmaschinen wie natiirliche Zahlen gibt.

o Wir zeigen, dass es mehr Funktionen als natiirliche Zahlen gibt.

Vorlesung:
19.01.2018
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Da es unendlich viele natiirliche Zahlen, Turingmaschinen und Funktionen gibt, sind
die aus der Schule bekannten Formalismen zum Vergleichen von Mengen (die Grofle
einer Menge ist die Anzahl ihrer Elemente) nicht anwendbar. Wir werden daher iiber die
Existenz von bijektiven Abbildungen argumentieren.

Bemerkung: Zum Verstindnis dieses Kapitels ist es nétig, sich mit den Begriffen
injektiv, surjektiv und bijektiv vertraut zu machen, z.B. mit Hilfe von Aufgabe 4 von
Ubungsblatt 11.

Wir fithren zunéchst die folgenden drei Begriffe ein.

Def. 7.2 (Abzihlbar, Uberabzihlbar): Eine Menge X heifit
e abzdhlbar unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung zwischen X und N gibt,
e abzdihlbar, wenn X entweder endlich oder abzdhlbar unendlich ist und
e diberabzihlbar, wenn X unendlich ist und es keine bijektive Abbildung zwischen X

und N gibt. o

Ein klassisches Vorgehen, um die Existenz nicht berechenbarer Funktionen zu zeigen,
besteht aus den folgenden Schritten.

1. Die Menge der Turingmaschinen ist abzahlbar.
2. Die Menge aller Funktionen ist iiberabzéhlbar.

3. Es kann daher nicht zu jeder Funktion auch eine Turingmaschine geben.

Wir wollen hier das folgende, leicht andere, Vorgehen wéahlen. Dieses ist weniger allge-
mein, erlaubt aber etwas leichter nachzuvollziehende Beweise.
1. Es gibt fiir jede Turingmaschine eine natiirliche Zahl.

2. Es gibt fir jedes Element der Potenzmenge der natiirlichen Zahlen P(N) eine
Funktion.

3. Die Potenzmenge P(N) hat ,sehr viel mehr* Elemente als N. Es kann daher nicht
zu jeder Funktion auch eine Turingmaschine geben.
Zur Vereinfachung werden wir uns in diesem Unterkapitel auf das Alphabet ¥ = {0, 1}

beschranken.

Erinnerung: Die Funktion bin : ¥* — N ist die in Unterabschnitt 2.3 eingefiihrte
Decodierung von Binérstrings (Wértern iiber {0,1}) in natiirliche Zahlen.

Wir méchten zunéchst eine bijektive Abbildung zwischen Bindrstrings und natiirlichen
Zahlen definieren. Die Funktion bin ist hierfiir ungeeignet, da fithrende Nullen ignoriert
werden und z.B. sowohl 1 als auch 01 auf die 1 abgebildet werden.

Wir fiithren deshalb die Standardnummerierung ein, die auf den folgenden Ideen basiert.
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e Nummeriere alle Bindrstrings der Lénge nach; bei gleicher Lange gibt die Funktion
bin die Reihenfolge vor.

e Es gibt 2" Binarstrings der Lange n.

n—1
o Fiir einen Binédrstring der Liange n gibt es also Y 2* = 2" — 1 Binérstrings mit
=0
kiirzerer Lange.

Lemma 7.1: Die Standardnummerierung stdnum : ¥* — N

0 fallsay...ap, = ¢

stdnum(a; ... a,) = )
2" — 1+ bin(ay ...a,) sonst

ist eine bijektive Abbildung.

w e {0,1}* stdnum (w) Berechnung
€ 0
1 2040
1 2 20 41
00 3 2042140
01 4 2042141
110 13 2042142246

"M, 72057594037927935 255 — 1 + 32977455905055295

Abb. 11: Standardnummerierung fiir einige Beispielwerte; dabei ist "M, die in
Bsp. 6.4 bestimmte Codierung der 1-Schritt-Rechtsmaschine.

Def. 7.3: Sei w € {0,1}*. Die durch w codierte TM M., ist wie folgt definiert.

Mo — {/\/l falls w Code einer TM ist und "M = w

D, sonst
Dabei ist D, die in Bsp. 6.1 definierte Druckmaschine.?® o

Notation: Wir verwenden im Folgenden TMACH fiir die Menge aller Turingmaschinen,
bei denen

e jeder Zustand @ mindestens einmal in der Turingtabelle vorkommt?® oder akzep-
tierend ist und

ZFiir den weiteren Verlauf ist es nicht wichtig, dass wir hier die Druckmaschine gewéihlt haben. Jede
andere TM wéire ebenso gut geeignet gewesen.

2Ein Zustand q € Q kommt in der Turingtabelle vor, wenn das Folgende gilt: 3a € T : 6(q,a) # OV Ip €
Q,3a’ €T,3d € {L,N, R} : (q,a’,d) € §(p,a).
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o jedes Zeichen aus I' \ (¥ U {u}) mindestens einmal in der Turingtabelle vorkommt.

Bemerkung: Im Folgenden geniigt es, wenn wir uns auf TMs aus TMACH einschran-
ken. Gibt es eine TM, die eine Funktion f berechnet, so gibt es auch eine TM aus
TMACH, die f berechnet.

Lemma 7.2: Die Abbildung bin2tm : ¥* — TMACH
bin2tm(w) = My,
ist surjektiv.
Lemma 7.3: Die Abbildung func2power : (X* — ¥*) — P(N)
func2power(f) = {stdnum(w) | f(w) =1}

ist surjektiv.

f {w] f(w) =1} func2power(f)
Inkrement von Binérzahlen {e,0} {0,1}
Identitétsfunktion {1} {2}
nalles auf eins* > N

Abb. 12: func2power fiir einige Beispielwerte

Satz 7.4 (Cantor): Es gibt keine surjektive Abbildung einer Menge in ihre Potenzmen-
ge.

Den Beweis dieses Satzes werden wir spater diskutieren.

Satz 7.5: Es gibt Funktionen, die nicht berechenbar sind.

BEWEIS: Angenommen, jede Funktion f : ¥* — 3* sei berechenbar. Dann gibt es
fiir jede Funktion f eine TM M mit fyy = f und somit eine surjektive Abbildung
g : TMACH — (¥* — ¥*). Nach Lemma 7.2 und Lemma 7.3 wére dann aber auch
die Abbildung func2power og o bin2tm o stdnum™' : N — P(N) surjektiv. Dies steht im
Widerspruch zu Satz 7.4. O

FEin zentraler und nicht offensichtlicher Teil dieses Beweises war Satz 7.4. Wir wollen
diesen im restlichen Unterkapitel diskutieren. Zunéchst geben wir einen formalen Beweis.

BeEwEIs (Von Satz 7.4): Sei X eine beliebige Menge. Angenommen, es giabe eine surjek-
tive Abbildung f : X — P(X). Betrachte die Menge Z = {x € X |z ¢ f(z)} € P(X).
Da f surjektiv ist, gibt es ein z € X, sodass f(z) = Z. Nach Definition der Menge Z gilt
nun aber z € f(z) < z ¢ f(z). Widerspruch! O
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Ein Beweis dieser Form wird auch Diagonalargument genannt und ist nicht einfach zu
verstehen. Wir werden nun den Beweis fiir den Spezialfall, dass X eine abzahlbare Menge
ist, illustrieren.

Da X abzéhlbar ist, konnen wir dessen Elemente als unendliche Sequenz zg, x1, . . . auf-
schreiben. Wir nehmen nun an, es gébe eine surjektive Abbildung f : X — P(X). Dann
kénnen wir f mit Hilfe der folgenden Matrix darstellen. Zeile i beschreibt dabei das Bild
f(z;). Wir haben eine Spalte fiir jedes z; € X. Gilt ; € f(z;), so steht in Eintrag (i, j)
ein Y. Ansonsten steht dort ein N.

Da f surjektiv ist, muss es auch fiir die im formalen Beweis oben erwéhnte Menge
Z={zxeX|z¢ f(xr)} € P(X) eine Zeile geben. Diese Zeile — wir nehmen an, es sei die
Zeile fir f(zy) — enthélt nun in Spalte j immer genau das Inverse des Diagonaleintrags
(4, 7). Da der Diagonaleintrag (k, k) nicht invers zu sich selbst sein kann, haben wir einen
Widerspruch zu unserer Annahme.

T e Wi e T e T
f(xo) | N

ol

flxr)| Y 1£ ? Y
f(jﬂj) 11

Abb. 13: Illustration des Diagonalarguments beim Beweis des Satzes von Cantor

Zum Ende des Unterkapitels méchten wir Diagonalargumente nochmal aus einem ande-
ren Blickwinkel, mit Hilfe eines Rétsels, betrachten.

Ratsel: Der legendére Barbier von Waldkirch rasierte genau die Méanner, die sich nicht
selbst rasierten. Gab es den Barbier von Waldkirch wirklich?

Wir betrachten zum Losen dieses Rétsels die folgende quadratische Matrix, die je eine
Zeile und eine Spalte fiir jeden Mann aus Waldkirch hat. Eintrag (7, j) enthélt genau dann
ein Y, wenn der i-te Mann den j-ten Mann rasiert. Gab es den Barbier von Waldkirch, so
muss er in einer Zeile zu finden sein. Nehmen wir an, das sei die k-te Zeile. In dieser Zeile
enthélt nun der Eintrag in der i-ten Spalte immer genau das Inverse des Diagonaleintrags
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(i,7). Da der Diagonaleintrag (k, k) nicht invers zu sich selbst sein kann, kann es keine
Zeile fiir den Barbier von Waldkirch geben.

Hans --- Horst -+ My -+ Hubert
Hans | N
Ho.rst Y
- J
M, Y N ? Y
. |
Hubert N

Abb. 14: Tllustration des Diagonalarguments beim Rétsel des Barbiers von Waldkirch

7.3 Sprachakzeptanz und Berechenbarkeit

Wir méchten nun die Idee von Berechenbarkeit auch auf die zweite Aufgabe von Turing-
maschinen, das Akzeptieren von Sprachen, tibertragen. Wir definieren dafiir die Menge
der Sprachen, fiir die eine Losung fiir das Wortproblem (also w € L?) berechnet werden
kann, wie folgt.

Def. 7.4: Sei M eine TM. Wir sagen M entscheidet L C 3*, falls die folgenden beiden
Eigenschaften gelten:

1. M akzeptiert L.

2. M hilt fiir jede Eingabe an.

Eine Sprache L C ¥* heiit entscheidbar, falls es eine TM gibt, die L entscheidet.?* o
Satz 7.6: Es gibt Sprachen, die nicht entscheidbar sind.
Vorlesung:

BeEwEls: Wiéhle ¥ = {0, 1} und definiere die Funktion lang2power : ¥* — P(N) 24.01.2018

lang2power(L) = {stdnum(w) | w € L}

30 Ein alternativer in der Literatur auch oft verwendeter Begriff fiir ,entscheidbar® ist ,rekursiv¢
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(analog zu Lemma 7.3) und zeige, dass diese surjektiv ist. Fiithre anschliefend analog
zum Beweis von Satz 7.5 einen Widerspruchsbeweis. Annahme: Jede Sprache L C X*
sei entscheidbar. Also gibt es eine surjektive Abbildung g : TMACH — >*. Somit wére
auch

lang2power og o bin2tm o stdnum ™' : N — P(N)

surjektiv. Dies steht im Widerspruch zu Satz 7.4. O

{0,1y« TMACH
bin2tm

lang2power og o bin2tm o stdnum™

Abb. 15: Konkatenierte Abbildung aus dem Widerspruchsbeweis zu Satz 7.6

Def. 7.5 (Charakteristische Funktion): Sei L C ¥* eine Sprache. Die charakteristische
Funktion xr, : ¥* — {0,1} ist wie folgt definiert:

1 fallswel
xL(w) = ©
0 fallsw¢ L

Der folgende Satz zeigt uns nun einen direkten Zusammenhang zwischen den beiden
Aufgaben einer Turingmaschine, dem Berechnen von Funktionen und dem Akzeptieren
von Wortern.

Satz 7.7: Sei {0,1} C X. Eine Sprache L C ¥* ist genau dann entscheidbar, wenn die
charakteristische Funktion y berechenbar ist.

7.4 Das Halteproblem

Aus den bisherigen Sdtzen wissen wir nur, dass es nicht berechenbare Funktionen und
unentscheidbare Sprachen geben muss. Es besteht also noch Hoffnung, dass kein praxis-
relevantes Problem betroffen ist. In diesem Kapitel werden wir nun aber fiir ein ganz
konkretes praxisrelevantes Problem die Unentscheidbarkeit nachweisen.
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Def. 7.6: Das spezielle Halteproblem besteht aus allen Codes von TMs, die anhalten,
falls sie auf den eigenen Code angesetzt werden.

K ={w €{0,1}" | M, angesetzt auf w hélt} o
Satz 7.8: Das spezielle Halteproblem ist unentscheidbar.
Wir geben zunéchst einen kurzen formalen Beweis mit Hilfe eines Diagonalarguments

und diskutieren diesen anschlieflend.

BEWEIS: Angenommen, Mg¢ wére eine TM, die K entscheidet. Dann gibt es auch eine
TM M.y, (sieche Abb. 16) die zunichst Mg auf ihre Eingabe anwendet.3! Falls Mg
akzeptiert, dann geht Mg,y in eine Endlosschleife. Falls M¢ nicht akzeptiert, dann halt
My an. Nun gilt:

Def. von K
M akzeptiert " Meyi " gdw. Ml angesetzt auf " M " halt
Def. von Myl
gdw. M akzeptiert " Meg,; " nicht
FEin Widerspruch. O

- 1
My ——D. DT

Abb. 16: Definition der TM M., aus dem Beweis von Satz 7.8 mit Hilfe eines Fluss-
diagramms. Die TM M, verhélt sich wie Mg, aber statt zu akzeptieren
(bzw. nicht zu akzeptieren), schreibt diese 1 (bzw. 0) auf das Band und hélt
(siehe Satz 7.7).

Wir wollen diesen Beweis nun wieder graphisch illustrieren. Die folgende Matrix enthélt
eine Spalte fiir jedes Wort w € {0,1}*. Wir wihlen z.B. w; = stdnum ™! und aus der
Bijektivitdt von stdnum folgt, dass jedes w € {0,1}* einmal vorkommt. Wir haben au-
Berdem unendlich viele Zeilen. In Zeile ¢ steht die durch w; codierte TM. Aus Lemma 7.2
folgt also, dass jede TM in mindestens einer Zeile vorkommt. In Eintrag (i, ) steht ein
Y, wenn M,,, angesetzt auf w; héilt, und ansonsten ein N. (Wir konnen diese Tabel-
leneintrage zwar nicht berechnen, doch dies ist hier nicht wichtig.) Die TM Mg, deren
Existenz wir im Beweis angenommen haben (die fiir alle w € {0, 1}* entscheidet, ob M,,
angesetzt auf w halt) ist eine TM, die alle Diagonaleintrége in unserer Matrix bestim-
men kann. Die daraufhin konstruierte TM M.y (siehe Abb. 16) muss in irgendeiner

31 Der Name Me soll den hohen Wert dieser TM betonen. Gébe es einen Algorithmus zur Terminie-
rungsanalyse, konnten wir damit viele Probleme in der Softwareentwicklung 16sen. Der Name M.yl
soll suggerieren, dass diese TM unsere entsprechenden Hoffnungen zunichte macht.
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Zeile vorkommen. Sei wy, das Wort, das die TM M, codiert (also M,,, = Mei). Die
Definition von M sagt uns, dass die Zeile M,,, in Spalte ¢ immer genau das Gegenteil
(Y/N) des Diagonaleintrags (i,47) enthélt. Die Betrachtung des Diagonaleintrags (k, k)
zeigt uns den Widerspruch. Die Annahme der Existenz von M¢ war also falsch.

Wo e Wi e W oeee Wi o
M| Y

J
My, | N Y ? Y

Abb. 17: Illustration des Diagonalarguments beim Beweis der Unentscheidbarkeit des
speziellen Halteproblems

Korollar 7.9: Das Komplement von K
K = {w € {0,1}* | M,, angesetzt auf w hilt nicht}

ist nicht entscheidbar. o

BEWEIS: Angenommen, K sei entscheidbar durch eine TM M. Betrachte TM M/’, die
zunichst M ausfithrt und dann das Ergebnis negiert. M’ entscheidet K. Widerspruch
zu Satz 7.8. O

Def. 7.7: Eine Sprache L C ¥* heif3t semi-entscheidbar, falls es eine TM gibt, die L
akzeptiert.3? o

Lemma 7.10: K ist semi-entscheidbar.

BeEwEIs: Die wie folgt konstruierte TM M akzeptiert K. Sei w die Eingabe. Fiihre die
universelle TM fir M,, mit Eingabe w aus. Falls diese Simulation stoppt, geht M in
einen akzeptierenden Zustand und hélt. ]

32 Bin alternativer in der Literatur auch oft verwendeter Begriff fiir ,semi-entscheidbar® ist ,rekursiv
aufzahlbar®,
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Satz 7.11: Wenn eine Sprache L und ihr Komplement L semi-entscheidbar sind, dann
ist L entscheidbar.

BEWEIS: Sei M eine TM, die L akzeptiert, und sei M eine TM, die L akzeptiert. Fiihre
M und M ,parallel“ mit der gleichen Eingabe aus (z.B. mit einer 2-Band-TM).
Eine TM muss anhalten, da fiir alle Eingaben w entweder w € L oder w € L gilt.

o Falls M akzeptiert — halte und akzeptiere.

 Falls M akzeptiert — halte aber akzeptiere nicht. ]
Korollar 7.12: Das Komplement des speziellen Halteproblems K ist nicht semi-
entscheidbar. o
BEWEIS: Nach Lemma 7.10 ist K semi-entscheidbar. Angenommen, K sei auch semi-

entscheidbar. Dann wéire K nach Satz 7.11 entscheidbar. Widerspruch zu Satz 7.8. [

Def. 7.8 (Reduktion):
Seien U,V C ¥* Sprachen. U ist auf V' reduzierbar (Notation: U < V'), falls eine totale,
berechenbare Funktion f : »* — ¥* existiert, sodass

VweX:welU <= f(w)eV. o
Lemma 7.13: Falls U < V gilt und die Sprache V' (semi-)entscheidbar ist, dann ist

auch die Sprache U (semi-)entscheidbar.

BEWEIS: Sei My eine TM, die ein (Semi-)Entscheidungsverfahren fiir V' implementiert,
und sei M eine TM, die f berechnet. Konstruiere My wie folgt:

e Wende erst M auf die Eingabe w an.
o Fiihre dann My auf dem Ergebnis f(w) aus.
Da f total ist, halt My immer. My hilt also genau dann, wenn My hélt. O

Bemerkung: Mit der Kontraposition von Lemma 7.13 kénnen wir zeigen, dass eine
Sprache nicht (semi-)entscheidbar ist.

e U <XV und U unentscheidbar = V unentscheidbar.

e U =XV und U nicht semi-entscheidbar = V nicht semi-entscheidbar.
Def. 7.9: Das Halteproblem ist definiert durch
H = {" M #w | M angesetzt auf w halt}. o

Satz 7.14: H ist unentscheidbar.
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BeEweEIls: Wir zeigen die Reduktion K < H mittels der folgenden Funktion f. f(w) =
wHw, falls w eine TM codiert, und ansonsten bildet f auf ein Wort v ab, das nicht in
H liegt, z.B. €. Die Funktion ist offensichtlich total und berechenbar.
weK <+ M, hilt bei Eingabe w an
— wHweH ]

——

fw)
Satz 7.15: H ist semi-entscheidbar.

BeEwEeis: Die wie folgt konstruierte TM M akzeptiert H. Zundchst simuliert M die
universelle TM auf der Eingabe "M #w. Falls diese Simulation stoppt, geht M in
einen akzeptierenden Zustand und halt. O

Def. 7.10: Das Halteproblem auf dem leerem Band ist definiert durch
H. = {" M7 | M angesetzt auf das leere Band hilt}. o

Satz 7.16: H. ist unentscheidbar.

BEwEIS: Wir zeigen die Reduktion H < H. mittels der Funktion f, die in der Eingabe
das erste Vorkommen von # sucht und fiir die zerlegte Eingabe v = w#ax die wie folgt
definierte TM "M, , ' konstruiert.

e Zuerst schreibt M, , das Wort z auf das leere Band (und lduft zum Anfang).
e Dann wendet M, ; die durch w codierte TM M,, auf = an.

Enthélt die Eingabe das Zeichen # nicht oder codiert w keine TM, so bildet f auf den
Code irgendeiner TM ab, deren Code nicht in H, liegt.?3

Offensichtlich ist f total und berechenbar und es gilt v € H gdw. f(v) € H.. O

Bemerkung: Die Reduktion gilt auch in der umgekehrten Richtung ,H. < H* (ohne
Beweis). Mit Satz 7.15 und Lemma 7.13 ist H. damit auch semi-entscheidbar.

Bemerkung: Das Phénomen des Halteproblems (oder des Barbiers von Waldkirch)
tritt immer dann auf, wenn man in einem Formalismus iiber den Formalismus selbst
sprechen kann (Selbstreferenzialitdt). Wir kénnen z.B. universelle TMs konstruieren, die
andere TMs (und damit auch sich selbst) simulieren.

Selbstreferenzialitét existiert z.B. auch in der natiirlichen Sprache (,,Dieser Satz ist
falsch). Weitere fiir die Mathematik/Informatik relevante Beispiele sind die Unent-
scheidbarkeit (des Giiltigkeitsproblems) der Prédikatenlogik und die Unvollstdndigkeit
der Peano-Arithmetik (erster Godelscher Unvollstandigkeitssatz).

33 Wir kénnten z.B. die durch das folgende Flussdiagramm beschriebene TM nehmen, denn diese hélt

auf keiner Eingabe: - D.or

Vorlesung:
26.01.2018
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Abb. 18: Schematische Reduktion L1 =< Lo von einer Sprache L; auf eine Sprache Lo

Reduzierbarkeit (<) ist eine binédre Relation auf Sprachen. Wir nennen diese Relation
die Reduktionsrelation.

Satz 7.17: Die Reduktionsrelation < ist reflexiv und transitiv.

BEWEIS: Siehe Ubungsblatt 13. O

Bemerkung: Lemma 7.13 hilft uns, eine beliebige Sprache L zu klassifizieren.

e L ist entscheidbar*:

Reduktion L < Lg fiir entscheidbares Lg (oder expliziter3* Algorithmus)

,, L semi-entscheidbar®:
Reduktion L < Lgg fur semi-entscheidbares Lgg (oder expliziter Algorithmus)

,, L unentscheidbar®:
Reduktion Ly < L fiir unentscheidbares Ly

,, L nicht semi-entscheidbar*:
Reduktion Lygg = L fiir nicht semi-entscheidbares Lygg

Bemerkung: Empfohlene Vorgehensweise zum Fiihren eines Reduktionsbeweises:

1.

Reduktionsrichtung bestimmen

2. passende Sprache fiir Reduktion finden
3. Reduktionsfunktion f angeben

4.
5
6

angeben, dass und ggf. warum f total und berechenbar ist

. Aquivalenz ,w € L; gdw. f(w) € Lo“ zeigen

. verwendete Eigenschaft der gewdhlten Sprache ((un-/semi-)entscheidbar) angeben

und damit die zu zeigende Aussage folgern

34Eine Reduktion reprisentiert implizit auch einen Algorithmus.
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M beliebig M fest
w beliebig | H = {" M #w | M hélt auf w} Hpy = {w | M halt auf w}
. M hilt auf w,
w fest Hy = {"M7| M hélt auf w} | Hay = "M #w
M und w fest

Abb. 19: Verschiedene Halteprobleme mit TM M und Eingabe w

Lemma 7.18: Fiir jedes feste w € ¥* ist H,, unentscheidbar.

BEWEIS: Fiir w = € haben wir in Satz 7.16 bereits gesehen, dass H. unentscheidbar ist.
Der Beweis dazu funktioniert analog fiir beliebige Worter w, wenn wir ,,das leere Band“
durch ,die Eingabe w* ersetzen. ]

Lemma 7.19: Es gibt TMs M, fiir die Haq unentscheidbar ist.
BEwEIs: Es gilt H = Hy,,. O

Bemerkung: Fir manche TMs ist H 4 entscheidbar, z.B. fir Hy,..

Lemma 7.20: Hq,, ist entscheidbar.
BEWwEIS: Fiir eine feste Kombination (M, w) gilt entweder Haq,y = 0 oder Hpqq =
{T M #w}. Beide Sprachen sind entscheidbar.3 O

Nun betrachten wir TMs vom Blickwinkel der von ihnen berechneten (partiellen) Funk-
tionen.

Satz 7.21 (Satz von Rice):
Sei R die Menge aller (partiellen) berechenbaren Funktionen und S eine nichtleere, echte
Teilmenge davon (also @ C S C R). Dann ist die Sprache

Cs = {"M" | M berechnet eine Funktion aus S}

unentscheidbar.

BEWEIS: Sei @ C S C R beliebig. Angenommen, es gibt eine TM Mg, die Cg entschei-
det. Sei ) € R die iiberall undefinierte Funktion. Wir betrachten zwei Falle.

e Fall1: Qe S

Da S C R gilt, gibt es eine berechenbare Funktion f € R\ S. Sei M eine TM, die
f berechnet. Sei w € {0,1}* beliebig. Wir definieren zunéchst die TM M,, ¢ wie

35Wichtig ist, dass unsere Definition von ,entscheidbar® nur die Ezistenz einer TM voraussetzt. Es gibt
in diesem Fall keinen Algorithmus, eine entsprechende TM zu berechnen.
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folgt: M., s fithrt zundchst die durch w codierte TM M,, auf der leeren Eingabe
aus. Falls M,, anhélt, wendet M,, ; dann M auf die tatséchliche Eingabe an.
(M, s sollte also zunéchst eine Kopie der Eingabe speichern, z.B. als 2-Band-TM,
die ein Band fiir die Eingabe verwendet.)

Die von M,, s berechnete Funktion ist also:

[ falls M, auf dem leerem Band hilt,
My =

Q) sonst.

Wir definieren nun die TM Mgy (abhingig von w) wie folgt: Mgy nimmt die
Eingabe w, konstruiert die TM M,, y und wendet Mg auf "M, ;' an. Nun gilt:

Me akzeptiert "M, ;' <= M, ; berechnet eine Funktion in S
<= My, berechnet ()
<= M, hilt nicht auf dem leeren Band

Also entscheidet Mg,; die Sprache H.. Widerspruch zu Satz 7.16.
o Fall2: Q¢ S
Analog zu Fall 1. O
Bemerkung: Gibt es noch ,schwerere“ Sprachen als das Halteproblem? In gewissem

Sinne ja, denn es gibt Sprachen L, sodass sowohl L als auch L nicht semi-entscheidbar
sind. Ein Beispiel ist das Halteproblem fiir alle Eingaben:

Hy,y = {" M7 | M angesetzt auf jedes beliebige Wort w € ¥* halt}
Satz 7.22: Seien L1, Lo entscheidbare Sprachen. Dann sind auch L U Ly, L1 N Ly und
L1 entscheidbar.

BEWEIS: Seien Lq, Lo beliebige entscheidbare Sprachen und My, My TMs, welche die
Sprachen entscheiden.

,U“: Simuliere fiir eine Eingabe w zunédchst M7 und dann M,. Akzeptiere, falls eine der
beiden TMs akzeptiert.

,N“: Analog zu ,,U“; siche Ubungsblatt 12 Aufgabe 5.

,L1“: Simuliere M7 und akzeptiere genau dann, wenn M nicht akzeptiert. O

Satz 7.23: Seien L1, Lo semi-entscheidbare Sprachen. Dann sind auch L U Lo und
L1 N Lo semi-entscheidbar.
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BEWEIS: Seien Ly, Lo beliebige semi-entscheidbare Sprachen und My, My TMs, welche
die Sprachen entscheiden.

,U/N%: Simuliere fiir eine Eingabe w zundchst M; und My ,parallel“ (z.B. mit einer
2-Band-TM). Akzeptiere entsprechend zu U/N. O

Bemerkung: Ist L; eine semi-entscheidbare Sprache, so ist L; ist im Allgemeinen
nicht semi-entscheidbar. Beispiel: Laut Lemma 7.10 und Korollar 7.12 ist das spezielle
Halteproblem K semi-entscheidbar, K aber nicht.

7.5 Nichtdeterministische Turingmaschinen

Satz 7.24: Sei M eine NTM. Dann existiert eine DTM M’; sodass gilt:
o M’ akzeptiert L(M).
o M’ hilt genau dann, wenn M halt.

BEWEIS (Skizze): Idee: In jedem Schritt gibt es nur endlich viele Moglichkeiten, eine
Transition zu wéihlen. Fiir eine feste Schrittzahl n ist die Anzahl der méglichen Konfigu-
rationsfolgen also endlich. Wir legen ein n fest und probieren nacheinander alle méglichen
Konfigurationsfolgen der Lange n durch. (Anders formuliert: Wir laufen in Breitensuche
durch den (endlichen) Suchbaum und zéhlen alle Moglichkeiten auf. Dann simulieren wir
nacheinander alle Moglichkeiten systematisch.) Finden wir eine Haltekonfiguration, so
kann M’ auch halten. Ansonsten miissen wir n erhohen und eine neue Suche starten.

Sei r der hochste Grad an Nichtdeterminismus von M. Wir konstruieren M’ mit 3
Béandern, die auf Band 1 das Eingabewort w unverédndert speichert. Auf Band 2 werden
nach und nach alle Worter tber {1,...,r} der Linge nach und bei gleicher Lange in
lexikografischer Reihenfolge erzeugt: ¢, 1, 2, ..., r, 11,12, ..., 1r, 21, ..., rr, 111, ... .
Auf Band 3 wird jeweils die Simulation der aktuellen Auswahl durchgefiihrt.

Wenn es eine giiltige Konfigurationenfolge gibt, an deren Ende M akzeptiert, so wird
M’ diese irgendwann aufzéhlen und ebenfalls akzeptieren. Wenn nicht, gibt es zwei
Moglichkeiten:

e Der Suchbaum ist endlich, d.h., jede mégliche Konfigurationenfolge von M fiithrt
irgendwann in eine Haltekonfiguration. Dann halt M’ irgendwann.

e Es gibt nicht-terminierende Konfigurationenfolgen von M . Dann hélt M’ nie,
sondern zahlt immer langere Reihenfolgen auf. 0

Bsp.: Betrachte die NTM M = ({0, 1}, {qo,¢1}, {0, 1,1}, 0, 90, u, {qo}) mit

5(Q070) = {(QO707R)7 (CIO7O> N)}
6(q0,u) = {(q1,u, N)}.
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Auf manchen Eingaben hélt M immer (z.B. auf w; = ¢€), auf manchen gibt es aber auch
nicht-terminierende Ausfithrungen (z.B. auf we = 0). Unten sind die Suchbaume fiir die
Konfigurationsfolgen fiir w; und wsq skizziert.

qo0<
Gou / \.Wiederholung
q1u Oqlou /QOO\
0q1u Ogous 400

Bemerkung: Es werden u.U. Reihenfolgen aufgezahlt, die nicht durchfiihrbar sind. Das
kann aber erkannt werden; in diesem Fall wird die Simulation einfach tibersprungen.

Der Suchaufwand ist exponentiell (Suchbaum mit Verzweigungsgrad 7).
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8 Komplexitatstheorie

TODO: Dieser rote Teil des Skripts wir erst im Lauf des Wochenendes in einen akzep-
tablen Zustand gebracht.

Aus Info2 kennen Sie: Worst-case Laufzeit eines Algorithmus bestimmen.

Hier: Betrachte Problemstellung und bestime was Wort-case Laufzeit von bestmoglichem
Algorithmus ist.

Def. 8.1: Sei f : N — N eine Funktion und M eine NTM mit Eingabealphabet X.

o M hat Zeitkomplexitit f(n), falls Vw € ¥* mit Lange n gilt: M hélt auf Eingabe
w fiir jede Berechnung in hochstens f(n) Schritten.

o M hat Platzkomplezitit f(n), falls Vw € ¥* mit Linge n gilt: Wenn M auf w
angesetzt wird, benutzt jede Berechnung hochstens f(n) Bandzellen. o

Def. 8.2: Sei f: N — N eine Funktion.

DTIME(f(n)) = {L C ¥* | Es gibt det. Mehrband-TM M, sodass L(M) = L und
M hat Zeitkomplexitiat f(n)}
NTIME(f(n)) = {L C ¥* | Es gibt nichtdet. Mehrband-TM M, sodass L(M) = L und
M hat Zeitkomplexitét f(n)}
DSPACE(f(n)) = {L C X* | Es gibt det. Mehrband-TM M, sodass L(M) = L und
M hat Platzkomplexitat f(n)}
NSPACE(f(n)) = {L C X* | Es gibt nichtdet. Mehrband-TM M, sodass L(M) = L und
M hat Platzkomplexitiat f(n)} o

Diagramm: Raute mit Inklusionen
Erklarung dazu.

Wir wollen im Folgenden Probleme als Sprachen darstellen und beginnen zunéchst mit
dem Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik.

Aussagenlogische Formeln als Sprachen

Wir gehen davon aus, dass die Leser des Skripts mit Aussagenlogik (AL)3% vertraut sind,
stellen die von uns verwendete Syntax vor und bitten den Leser, sich die entsprechende
Semantik zu erschlieflen.

36Eine Einfithrung in Aussagenlogik finden Sie im Skript zur Vorlesung Logik fiir Studierende der Infor-
matik aus dem WS 2017/18. Wir werden in dieser Vorlesung eine sehr dhnliche Notation verwenden.
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/junker/ws17/logik-info.html
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Im Folgenden méchten wir Mengen von AL-Formeln als Sprachen beschreiben. Dafiir
miissen wir zundchst ein geeignetes Alphabet wéahlen. Dabei nehmen wir ,0¢ und ,,1¢
fiir die Konstanten, ,—*, ,A* und ,V* fiir die Junktoren und runde Klammern ,,(“ und
»)“ Bei der Darstellung der Aussagenvariablen stehen wir nun vor der folgenden Her-
ausforderung: Es gibt unendliche viele Aussagenvariablen Ag, A1, A2, As, ..., aber unser
Alphabet kann nur endlich viele Zeichen haben. Unsere Losung dafiir ist sehr dhnlich
wie die, die wir auch auf Papier verwenden. Wir stellen eine Aussagenvariable durch ein
,A* dar, das von einer Ziffernfolge gefolgt wird. Die Aussagenvariable A1337 wir so durch
das Wort A1337 der Liange 5 repréasentiert. Wir miissen unser Alphabet also noch um
LA 24 0 ,9% ergédnzen und erhalten

Z]AL = {07 17 2a 3a 4a 5a 67 73 87 97 Aa ) /\a \/7 (? )}

Def. 8.3: Die Menge der AL-Formeln ist die Sprache der kontextfreien Grammatik
GaL = (XaL, N, P, S) mit
N ={S,7}
P={S—=0|1]|AZ|-S|(SAS)|(SVS)
Z—=0Z|1Z|2Z|3Z|4Z |5Z |6Z |77 |8Z |97 |
0[1]2|3|4]5]6]|7|8]9}. o

Wir nehmen nun unsere Definition von Formeln, um ein bekanntes Problem mit Hilfe
einer Sprache zu beschreiben.

Def. 8.4: Wir nennen die Menge der erfiillbaren AL-Formeln SAT.

SAT = {F | F € L(GaL) und F erfiillbar} o

Wir haben nun also die Frage, ob die Formel F' erfillbar ist, als Wortproblem ,F €
SAT?¢ dargestellt. Wir wollen im Folgenden eine TM konstruieren, die SAT entscheidet,
betrachten aber als Vorstufe hierfiir zunéchst eine einfachere Sprache.

Wir definieren uns G o als die obige Grammatik, in der die Regel S — AZ fehlt. Offen-
sichtlich enthélt L(GaLo) genau die AL-Formeln, die keine Aussagenvariablen enthalten.

Weiter definieren wir
SATo = {F' | F' € L(GaLo) und F erfiillbar}

und konstruieren eine DTM, die SAT( entscheidet.

Bsp. 8.1: Sei Mgat, eine DTM, deren Verhalten wir wie folgt informell beschreiben.
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o Grundlegende Idee: Laufe von links nach rechts iiber die Eingabe und ersetze alle
Operationen auf Konstantensymbolen direkt durch das Ergebnis (z.B. 1 A0 ~~ 0).
Wiederhole dies, bis 0 oder 1 auf dem Band steht.

e Problem: Das Resultat dieser Operationen hat weniger Zeichen als die Eingabe.

o Losung: Erweitere das Bandalphabet um ein Zeichen M, um entstandene Leerstel-
len zu markieren (z.B. 1 A 0 ~» ONM). Alternative: Verschiebe den Bandinhalt
entsprechend.

Frage: Was ist die bestmogliche Laufzeitkomplexitat, die wir fiir MgaT, geben kénnen?

Antwort: Wir miissen im schlimmsten Fall fiir jeden Operator einmal iiber die Einga-
be laufen. Die Laufzeitkomplexitit ist also ,,garantiert nicht viel schlimmer als
n?“, wobei n die GroSe der Eingabe ist. Wir kénnen die Laufzeitkomplexitit aber
nicht exakt angeben, da die Beschreibung von Mgar, zu unprézise ist. (Lauft der
Kopf gelegentlich links und rechts iiber die Eingabe hinaus um das Wortende zu
bestimmen? Léuft der Kopf beim Ersetzen zuriick?)

Fin Formalismus zum Beschreiben von Aussagen wie ,, garantiert nicht viel schlimmer als

.. “ ist das (grofie) O-Symbol der Bachmann-Landau-Notation. Wir gehen davon aus,
dass die Leser des Skripts mit diesem Formalismus vertraut sind, wollen die Definition
von (groB) O hier aber nochmal wiederholen.

Def. 8.5: Seig: N — N.
O(g(n)) ={f:N—=N|3ng, ke N: Vn>ng: f(n) <k-g(n)} o

Die Klasse O(g(n)) enthélt also genau die Funktionen, die fiir grofle Argumente durch
ein Vielfaches von g(n) beschrankt sind.

Uber die Schwierigkeit von SAT( kénnen wir nun also sagen: Es gibt ein f(n) € O(n?),
sodass SATy € DTIME(f(n)).

Bsp. 8.2: Sei Mgar eine NTM, deren Verhalten wir wie folgt informell beschreiben.

o Phase 1: Laufe iiber die Eingabe, sammle alle Aussagenvariablen Ay, , ..., Ay, , rate
(wahle nichtdeterministisch) fiir jede davon eine Belegung by, und schreibe
Ak1 :bkl, cey Akn :bkn

auf ein zweites Band. Dabei soll jede Variable hochstens einmal geschrieben werden,
auch wenn sie mehrfach in der Eingabe vorkommt.

Zeitkomplexitit: Ein Vergleich zweier Aussagenvariablen ist in O(n) moglich, pro
Variablen miissen hochstens O(n) Vergleiche gemacht werden und in der Eingabe
sind hochstens O(n) Variablen enthalten. Die Zeitkomplexitdt von Phase 1 kann
also durch O(n?) beschrinkt werden.
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e Phase 2: Laufe iiber die Eingabe und ersetze alle Aussagenvariablen durch die
geratene Belegung.

Zeitkomplexitéit: Durch O(n?) beschrinkt, nahezu gleiche Argumentation wie oben.
o Phase 3: Wende die in Bsp. 8.2 beschriebene DTM Mgat, auf den Bandinhalt an.
Zeitkomplexitit: Durch O(n)? beschrinkt.
Die Zeitkomplexitiit von Mgar ist also durch O(n?®) beschriinkt.

Uber die Schwierigkeit von SAT koénnen wir somit sagen: Es gibt ein f(n) € O(n?),
sodass SAT € NTIME(f(n)).

Frage: Angenommen, wir mochten ein schnelles Entscheidungsverfahren fiir SAT imple-
mentieren. Hilft uns dann die Konstruktionsidee von Mgat?

Antwort: Eher nein. Die Konstruktion basiert darauf, dass wir nichtdeterministisch ei-
ne Belegung ,raten“. Es ist unklar, wie wir diesen Nichtdeterminismus auf einem
(deterministischen) Computer effizient implementieren kénnen. Eine Moglichkeit
wire analog zum Beweis von Satz 7.24 alle nichtdeterministischen Wahlmoglich-
keiten zu simulieren. Da wir Mgat aber pro Aussagenvariable nichtdeterministisch
zwischen 0 und 1 wéhlen kdnnen, wire das Verfolgen aller Wahlmoglichkeiten nur
mit exponentiellem Aufwand moglich.

Frage: Gibt es ein ,schnelles* Entscheidungsverfahren fiir SAT oder ist das Problem so
schwierig, dass es kein solches Verfahren geben kann?

Antwort: Die Informatik kann bisher (Stand Februar 2018) auf beide Frageteile keine
Antwort liefern. Wir stellen aber im Folgenden einen Formalismus vor, mit dem
sich diese Frage préaziser formulieren lasst und wir fiir verwandte Fragen hilfreichere
Antworten liefern kénnen.

Um Missverstdndnisse in Terminologie und Notation zu vermeiden, wiederholen wir hier
nochmal die aus der Schule bekannte Definition eines Polynoms.

Def. 8.6: Ein Polynom ist eine Funktion p : N — N mit dk € N qaq,...,a; € N und
p(n) = 3f ain® o

Bemerkung: Die Funktion f(n) = 2" ist kein Polynom, da n hier ein Exponent ist.

Def. 8.7:
P= |J DTIME(p(n))
p Polynom
NP= |J NTIME(p(n)) o

p Polynom
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Bemerkung: Die Laufzeitanalysen der TMs aus Bsp. 8.1 und Bsp. 8.2 zeigen, dass
SATy € P und SAT € NP.

Offenbar gilt P C NP. Die Frage, ob P = NP oder P # NP gilt, wurde bereits 1971
von Stephen Cook gestellt und ist das vermutlich bekannteste ungeldste Problem der
Informatik.

Das ,,P vs. NP“-Problem ist auch deshalb interessant, weil es eine Vielzahl praxisrelevan-
ter Problemstellungen gibt (Travelling Salesman, Erfullbarkeit der Aussagenlogik, ... ),
die in NP liegen, aber fiir die bisher nur (deterministische) Algorithmen mit mindestens
exponentieller Laufzeit gefunden wurden.

Angenommen, wir wollen in unserem Unternehmen ein neues Problem l6sen (z.B. au-
tomatisches Verteilen von miteinander kommunizierenden Benutzern auf verschiedene
Server, sodass die Netzwerklast am geringsten ist). Angenommen, wir wissen bereits,

e dass wir das Problem mit einer NTM in polynomieller Zeit 16sen kénnten,

e dass flir unsere Eingabegrdéfien eine polynomielle Laufzeit noch akzeptabel, aber
eine exponentielle Laufzeit nicht mehr akzeptabel wére und

« dass es einen approximativen Algorithmus gibt, der polynomielle Laufzeit hat, aber
nicht immer optimale Resultate liefert.

Wie gehen wir nun weiter vor? Suchen wir nach einem (exakten) Algorithmus mit po-
lynomieller Laufzeit oder geben wir auf und implementieren den approximativen Algo-
rithmus?

Wir stellen im Folgenden einen Formalismus vor, mit dem wir Aussagen der folgenden
Form machen kénnen: ,,Ich weifl zwar nicht, ob meine neues Problem in P liegt oder nicht.
Ich weifl aber, dass mein Problem so schwierig ist, dass das Finden eines polynomiellen
Algorithmus P = NP implizieren wiirde.“

Def. 8.8 (Polynomielle Reduktion):
Seien U,V C ¥* Sprachen. U ist auf V' polynomiell reduzierbar (Notation: U =, V),
falls eine totale, berechenbare Funktion f : X* — X* existiert, sodass

e YweX¥ twelU <= f(w)eV
e f wird von einer DTM berechnet, deren Laufzeitkomplexitéit ein Polynom ist.
Wir nennen f Reduktionsfunktion. o

Eine aussagenlogische Formel F ist in konjunktiver Normalform (CNF)37, wenn F eine
Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist. Wir verwenden CNF' als Notation fiir

3"Die Abkiirzung CNF wurde in Unterabschnitt 3.2 fiir die Chomsky-Normalform von kontextfreien
Grammatiken benutzt, steht hier aber fir die konjunktive Normalform von aussagenlogischen For-
meln.

Vorlesung:
02.02.2018
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die Menge aller AL-Formeln in CNF. Analog schreiben wir SCNF fiir die Menge aller
Formeln in CNF, bei denen jeder Konjunkt aus hochstens drei Disjunkten besteht.

Def. 8.9: Das Problem 3SAT ist wie folgt definiert.3

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F' € SCNF
Frage: Ist F erfiillbar?

Alternativ kénnten wir die Definition von 3SAT auch wie folgt aufschreiben.

3SAT = {F € L(GaL) | F ist erfiillbar und F ist in 3CNF}

Offensichtlich gilt 3SAT <, SAT.3® Wir zeigen als Néchstes auch die umgekehrte Rich-
tung.

Lemma 8.1: SAT <, 3SAT

BEWEIS: Unser Ziel ist es nun, eine Transformation anzugeben, die sich in polynomieller
Zeit berechnen ldsst und jede aussagenlogische Formel Fj; in eine 3CNF-Formel F3cnr
iberfithrt, sodass FaL € SAT <= F3cnr € 3SAT gilt.

Sei Fa eine beliebige Formel aus L(GaL).

1. Erzeuge aus Fu_ eine dquivalente Formel Fyng in Negationsnormalform®?. Wir
koénnen jede Formel in Negationsnormalform bringen, indem wir mit Hilfe der De
Morganschen Regeln die Negationen ,nach innen® ziehen.

Beispiel: —|(—|(A1 V —|A3) V AQ) ~ ((Al V —|A3) VAN —\Ag)

Ideen zur Implementierung: Erstelle auf einem zusétzlichen Band eine Kopie der
Formel. Lasse vor jedem nicht negierten Literal ein Feld Platz, um spéter ggf. ein
Negationssymbol zu platzieren. Wende De Morgans Regel von auflen nach innen
an. Laufe fiir jede Anwendung einmal iiber die Formel.

38 Typischerweise nennt man Sprachen, die im Kontext der Komplexititstheorie definiert werden, Pro-
bleme. Es ist iiblich, von einem konkreten Alphabet ¥ und einer konkreten Codierung der Objekte
(hier: Formeln) zu abstrahieren und das Problem als (Gegeben, Frage)-Paar zu formulieren. Es bleibt
dem Leser iiberlassen, sich selbst geeignete Alphabete und Codierungen zu iiberlegen. Fiir den Fall
von aussagenlogische Formeln haben wir dies in TODO noch einmal gemacht, werden aber in Zukunft
darauf verzichten.

39 In der Vorlesung vom 02.02. wurde (félschlicherweise) gesagt, die Identitéit sei eine geeignete Reduk-
tionsfunktion. Dies ist nicht korrekt, da z.B. (A1 V A2 V A3V Ay) ¢ 3SAT (weil nicht in 3CNF), aber
(A1 V Ay V A3z V A4) € SAT.

4OFine Formel ist in Negationsnormalform, wenn der Negationsoperator immer nur direkt vor einer
Variable vorkommt.
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2. Erzeuge aus Fynf eine Formel F, mit Biimplikationszeichen ,<+“ mit Hilfe der
folgenden induktiv definierten Abbildungen o und ~.4!

Idee: Die Abbildung ~ liefert fiir jede A-Teilformel und jede V-Teilformel eine neue
Hilfsvariable. Diese Hilfsvariable hat in der resultierenden Formel den Wahrheits-
wert, den die entsprechende Teilformel in der Eingabeformel hétte. Die Abbildung
a konstruiert fiir jede Teilformel die entsprechenden Bedingungen fiir die Hilfs-
variable. Erzeugt v keine Hilfsvariable, so erzeugt o die (nicht einschrinkende)
Bedingung 1.

0 falls F =0

falls F =1

A falls F = A

—\F1 falls F' = —\F1
Br falls F=FAF,
Bp falls FF = F1 V Iy

[

1 falls F =0
1 falls FF =1

a(F) = 1 falls F = A
1 falls F' = -
(Y(F) <> v(F1) Ay(F2)) ANa(Fi) Aa(Fy)  falls F = Fy A F,
(V(F) ¢ v(F1) Vy(F)) Aa(F) Aa(Fy)  falls F = Fy V Fy

Wir definieren das Resultat Fiy := v(FnnE) A a(FNnE)-

Beispiel:

a((A1V =A3) A =Az)) = (B((av-a5)a-42) < (B(ayv-az) A —A2))
A (B(AlvﬂA.a) < (A1 V-A3)ATAL
Al

Ideen zur Implementierung:

Wéhle ein Bandalphabet, sodass das Zeichen B enthalten ist. Verwende auflerdem
eine zusétzliche Art von Klammern (z.B. eckige Klammern), um den Subskriptan-
teil der B-Variablen vom restlichen Bandinhalt zu unterscheiden. Laufe fiir jede
{A, V}-Teilformel einmal iiber die Eingabe. Verwende ein zusétzliches Band zum

“IDie hier beschriebene Transformation ist auch als Tseytin-Transformation bekannt.
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Schreiben des Resultats. Verwende noch ein zusétzliches Band fiir die aktuell bear-
beitete {A, V}-Teilformel, da diese immer zweimal benétigt wird (Variablenname
und «). Bearbeite &uflere Teilformeln vor inneren. Losche Teile, die nicht mehr
benotigt werden.

3. Ersetze die Formelteile mit Biimplikationszeichen in F,., wie folgt durch logisch
dquivalente Formeln in 3CNF.

e [N & (FQ/\F3) ~ (Fl\/_\FQ\/_\F3)/\(_‘F1\/F2)/\(_\Fl\/Fg)
o« [ & (FQ\/F3) ~ (F1V_|F2)/\(F1V_|F3)/\(_|F1VF2VF3)
Ideen zur Implementierung;:

Verwende ein zusétzliches Band zum Schreiben des Resultats. Verwende noch ein
zusétzliches Band fiur die Operanden der Biimplikation, da diese immer mehrfach
bendétigt werden.

4. Ersetze alle aussagenlogischen Variablen der Form Bp durch aussagenlogische Va-
riablen der Form A;.*2

Ideen zur Implementierung:

Finde zunidchst den hochsten Index 4,4, von A;-Variablen (speichere aktuelles
Maximum auf zusitzlichem Band). Verwende anschlieend ipqz + 1, imaz + 2, . .
fiir neue Variablen. Schreibe zuniichst eine Ubersetzungsvorschrift (z.B. Ay :=
B((a,v-245)0-42)s A5 1= B(AlvﬁA3)> auf ein zusétzliches Band und ersetze erst dann.

Sei f : ¥ a1 — X4z eine Funktion, die alle Formeln aus L(Gai) entsprechend obiger
Konstruktion abbildet und alle anderen Worter unverdndert ldsst. Dann gilt:

o Far € SAT <= f(F4r) € 3SAT (hier ohne Beweis)

o f ist total und ldsst sich in polynomieller Zeit berechnen (hier ohne Beweis). [J

Lemma 8.2: Falls A <, Bund B € P (bzw. B € NP), dann gilt auch A € P (bzw.
A € NP).

BEWEIS: B € P: Nach Annahme gibt es eine TM M, die B in p(n) Schritten akzeptiert.
Es gibt auflerdem eine TM M, welche die Reduktion A =<, B implementiert. Die
Laufzeit von M sei durch das Polynom ¢ beschrénkt.

Betrachte M’ = | erst M, dann M auf dem Ergebnis“. M’ akzeptiert A.

Sei w € A. My(w) liefert f(w) in hochstens g(|w|) Schritten mit |f(w)| < g(Jw]) + |w|.
M angesetzt auf f(w) benétigt hochstens p(|f(w)]) < p(g(|w]) + |w|) Schritte zum
Akzeptieren.

Insgesamt gilt also A € DTIME(q(|w|) + |w| + p(q(Jw|) + |w]) C P. O

42Djeser Schritt ist nur nétig, damit das Resultat in dem von uns definierten Alphabet 347 dargestellt
werden kann. Alternativ hdtten wir auch zu Beginn ein reichhaltigeres Alphabet wéhlen kénnen.
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Def. 8.10:
» Eine Sprache U heifit NP-schwierig, falls VL € NP gilt: L <, U.
e Eine Sprache U heifit NP-vollstandig, falls U NP-schwierig ist und U € NP gilt. <

TODO: Ausformulieren

o NP-schwierig: sehr starke Forderung, dass man alle(!) NP-Probleme darauf redu-
zieren kann

o zunichst unklar, ob es iiberhaupt ein NP-schwieriges Problem gibt

e bedeutet: wenn ich ein NP-vollst. Problem gefunden habe, das ich effizient Losen
kann, kann ich alle NP-Probleme effizient lsen (wie folgender Satz zeigt).

Satz 8.3: Wenn eine Sprache A NP-vollstindig ist, dann gilt die folgende Aquivalenz.

Ae P+« P=NP

BEWEIS:

,=" trivial.

»—="“Esgilt Ae P C NP. Da A NP-vollstédndig ist, gilt VL € NP : L <, A. Dann folgt
mit Lemma 8.2 auch L € P. O

Lemma 8.4: =, ist reflexiv und transitiv.
BeEweEIs: Ubungsblatt 14, Aufgabe 1. O

Bem.: Aus der Transitivitdt folgt: Sobald ein NP-schwieriges Problem U bekannt ist,
reicht es U =<, V' zu zeigen, um zu beweisen, dass V' ebenfalls NP-schwierig ist.

Satz 8.5 (Cook): SAT ist NP-vollstandig.

Wir werden nur fiir SAT die NP-Schwierigkeit direkt beweisen und fiir alle anderen NP-
vollstandigen Probleme die NP-Schwierigkeit wie in obiger Bemerkung angedeutet mit
Hilfe einer polynomiellen Reduktion zeigen. Da der Beweis von Satz 8.5 sehr umfangreich
ist, wollen wir diesen etwas aufschieben und zunéchst die NP-Vollstindigkeit weiterer
Probleme zeigen.

Satz 8.6: 3SAT ist NP-vollstdndig.

BEWEIS:
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o 3SAT € NP

Wir kénnen dies auf zwei Arten zeigen. Entweder wir zeigen direkt, dass es eine
NTM gibt, die 3SAT in polynomieller Zeit entscheidet, oder wir zeigen dies indirekt
mit Hilfe einer polynomiellen Reduktion auf ein Problem in NP. Wir wéahlen letzte-
res Vorgehen, da zum Beweis nur nochmal erwdhnt werden muss, dass SAT € NP
und (offensichtlich) 3SAT =<, SAT gilt.

e 3SAT ist NP-schwierig
Folgt aus Lemma 8.1. O
Wir gehen davon aus, dass die Leser des Skripts mit Graphen vertraut sind, machen
aber zum Fixieren von Notation und Terminologie die folgende Definition.
Def. 8.11: Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E), bei dem
e V eine Menge ist, deren Elemente wir Knoten nennen und

e EF C V xV eine Menge von geordneten Paaren iiber V ist. Wir nennen diese
geordneten Paare Kanten.

Ein ungerichteter Graph ist ein gerichteter Graph, bei dem E symmetrisch ist.?3 o

Def. 8.12 (CLIQUE): Das Problem CLIQUE ist wie folgt definiert.

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V| E) und eine Zahl k € N.

Frage: Hat G eine k-Clique?

Eine k-Clique ist eine k-elementige Menge von Knoten, die paarweise durch Kanten
verbunden sind, d.h., eine Menge C' C V|, sodass |C| = k und Yu,v € C : u # v —
(u,v) € E.

Satz 8.7: CLIQUE ist NP-vollstandig.

Bemerkung: Der folgende Beweis ist fiir ein Vorlesungsskript sehr knapp gehalten. Der
Beweis enthilt aber genau die Informationen, die wir in Ubungsaufgaben und Klausur
zum Erreichen der maximalen Punktzahl erwarten wiirde.

Beweise der NP-Vollstiandigkeit folgen typischerweise dem hier verwendeten Schema. Der
schwierige (da Kreativitét erfordernde) Teil ist dabei, eine geeignete Konstruktion fir die

43Fir die Zwecke dieser Vorlesung ist es komfortabel, den ungerichteten Graphen als Spezialfall des
gerichteten Graphen zu definieren. Eine h&ufig verwendete Alternative ist, die Knotenmenge als
Menge von zweielementigen Mengen zu definieren.
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Reduktionsfunktion zu finden. Fiir den folgenden Beweis wird die Idee der Konstruktion
in Abb. 20 mit Hilfe eines Beispiels illustriert.

In unseren Ubungs- und Klausuraufgaben wird die Aufgabenstellung manchmal solch
ein Beispiel enthalten. Damit soll ein Hinweis auf eine geeignete Konstruktion gegeben
werden. Eine Besonderheit des folgenden Beweises ist, dass die Konstruktion aus zwei
Schritten besteht (Erweiterung der Eingabeformel, Konstruktion des Graphen). Beide
Schritte werden in Abb. 20 illustriert.

BEWEIS:
o Zeige CLIQUE € NP.

Verfahren: Wéhle nichtdeterministisch eine k-elementige Knotenmenge C. Priife,
ob C eine Clique ist. Dies ist in polynomieller Laufzeit moglich, da wir fiir jedes
Knotenpaar hochstens einmal die Menge der Kanten durchlaufen miissen.

o Zeige, dass CLIQUE NP-schwierig ist (mit Hilfe der Reduktion 3SAT <, CLIQUE).

Ziel: Konstruiere fiir eine gegebene 3CNF-Formel F' einen Graphen G = (V, E),
sodass F' genau dann erfiillbar ist, wenn G eine k-Clique hat.

Unsere Konstruktion besteht aus zwei Schritten. Gegeben sei eine 3SCNF-Formel
F mit m Konjunkten.

— Schritt 1.

Erweitere F', sodass jeder Konjunkt aus genau drei Disjunkten besteht. Wah-
le hierfiir eine Aquivalenzumformung, die einfach nur existierende Disjunkte
wiederholt. Die resultierende Formel F’ hat also die folgende Form.

m
F' = /\ (Zz‘,l VzigV 21,3), wobei Zij € {Al, o ,An} U {—|A1, ceey —|An}
i=1
— Schritt 2. Definiere zu einer Formel F' mit m Konjunkten den Graphen G =
(V, E) und k wie folgt:

V=A{GUj)]1<i<m,je{l,2,3}}
E={(,7), ;@) | i # p,zij # “%pq}

k=m

Es gibt offensichtlich eine totale Reduktionsfunktion, welche diese Konstruktion in
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polynomieller Zeit berechnet. Nun gilt:

F ist erfiillbar <= Es gibt eine Folge 21 j,..., 2m j,,, sodass I’ unter der
Belegung, die jedem Folgenglied 1 zuordnet, erfullt ist.
<= Es gibt eine Folge 21 j,,..., 2m j.,, sodass in jedem Konjunkt
ein z; j, vorkommt und Vi # p : z; j, # —2p,j, gilt.
<= G hat eine Menge von Knoten {(1,71),...,(m,jm)},
die paarweise durch Kanten verbunden sind.

<= @ hat eine k-Clique fir k£ = m.
Damit haben wir 3SAT =, CLIQUE gezeigt. O

Die Formel
(XVaY)AN(YV-X)A(XVY)

ist in 3CNF. Die folgende Formel ist dquivalent und jeder Konjunkt besteht aus drei
Disjunkten.
(XVaYVaY)AY VX VaX)AN(XVXVY)

1 2 3
Die Belegung (3 definiert durch 5(X) = 1,5(Y) = 1 ist eine erfiillende Belegung fiir
diese Formel, da z.B. der erste Disjunkt im ersten Konjunkt, der erste Disjunkt im
zweiten Konjunkt und der dritte Disjunkt im dritten Konjunkt auf 1 gesetzt sind.
Im folgenden Graphen bilden die Knoten (1,1), (2,1) und (3, 3) eine 3-Clique.

Y X

(2,1) (3,1)
-X X

(2,2) | 1 (3,2)

-X %éf /
(2,3) (3,3)

(1,1) (1,2) (1,3)
X -Y Y

Abb. 20: Beispiel zu 3SAT <, CLIQUE

An dieser Stelle wollen wir nun den Beweis von Satz 8.5 nachholen. Wir ben6tigen dafiir
Vorlesung:

07.02.2018
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zundchst das folgende Lemma.

Lemma 8.8: Fiir jedes k € N existiert eine Formel G, sodass G(z1,...,z;) = 1 gdw.
Jj:xj=1und Vi# j:x; = 0. Es gilt |G| € O(k?).

BEWEIS: i
G(x1,...,xx) = \/ x; A /\ —(zi A xj)
i=1 i#j
M=(Q,%,T,0,q,u, F) akzeptiert L in NTIME(p), p Polynom. O

BEWEIS (von Satz 8.5):

1. SAT € NP
Rate nichtdeterministisch eine Belegung . Werte anschlieend F'[3] in polynomi-
eller Zeit aus. (Siehe Bsp. 8.2)

2. SAT ist NP-schwierig.
Zeige: VL € NP : L <, SAT
Sei L € NP, d.h., es gibt ein Polynom p und eine NTM M mit L = L(M) mit
Zeitkomplexitit p(n) fiir n = |w|.

Sei w =1 ...x, € X* eine beliebige Eingabe fiir M der Lénge n.
Ziel: Definiere F', sodass F erfiillbar <= M akzeptiert w.

Seien @ die Zustandsmenge von M mit {q,...,qx} = @ und I' das Bandalphabet
von M mit {a1,...,q} =T.

Seien t € {0,1,...,p(n)}, i € {—p(n),...,—1,0,1,...,p(n)}, ¢ € Qund a € T.
Definiere damit folgende aussagenlogische Variablen zur Verwendung in F'.

o state(t,q) = 1 gdw. M nach ¢ Schritten im Zustand q ist
o pos(t,i) =1 gdw. der Kopf von M nach t Schritten auf Position i steht.

 tape(t,i,a) = 1 gdw. nach ¢ Schritten an Position i ein a steht.

Wir setzen F' = RAAANT) ATy A E, wobei die Teilformeln folgendermafien definiert sind.

1. Randbedingungen
R = /\G(state(t, q), ... ,state(t, qx))
¢
A N\ G(pos(t, —p(n)), ..., pos(t,0), ..., pos(t, p(n)))
t

A /\ G(tape(t,i,a1),...,tape(t,i,a;))
ti
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2. Anfangskonfiguration

A = state(0,q1) A pos(0,1)
A tape(0,1,z1) A --- Atape(0,n, zy,)
A /\ tape(0, 7, u)

i<lVi>n
3. Transitionsschritte

T = /\ state(t, ¢) A pos(t,i) A tape(t,i,a)

t<p(n)7
Z?q

— \/ state(t + 1,q),) A pos(t + 1,4 + dp,) A tape(t + 1,4, al,,)
1<m<|é(q,a)|
fiir jede Transition (q.,,, a,,dm) € d(q,a) mit d,, € {—1,0,1}

m?
Ty = /\ —pos(ti) A tape(t,i,a) — tape(t + 1,i,a)

t<p(n),
Z?q

4. Endkonfiguration

E = \/ state(p(n).q)
qeEF
|F'| ist polynomiell beschriinkt in [M| + |w], also gilt L <, SAT.4
Es ist klar, dass gilt: F' erfillbar <= M akzeptiert w.
Damit haben wir ,SAT ist NP-vollstandig® gezeigt. O

44 M| diirfen wir als zu L gehdrende Konstante betrachten.
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9 Einordnung von Sprachen in Chomsky-Hierarchie und
Abschlusseigenschaften

Wir haben bereits gesehen, dass jede Laufzeitschranke auch eine Beschriankung der Platz-
komplexitéit impliziert. Wir werden nun sehen, dass zumindest fiir haltende DTMs auch
die umgekehrte Richtung gilt.

Lemma 9.1: Sei M eine TM mit Platzkomplexitét s(n). Dann durchléuft jede Berech-
nung hochstens s(n) - |Q| - |T|*(™ verschiedene Konfigurationen.
BEwEIs: Es gibt

o hochstens s(n) mogliche Positionen, an denen sich der Kopf befinden kann,

o hochstens |Q] mogliche Zustiande und

o jede Zelle des besuchten Bands (davon gibt es hochstens s(n) Stiick) kann mit

hochstens |I'| verschiedenen Zeichen beschriftet sein. O

Bemerkung: Fir jede DTM mit Platzkomplexitit s(n) héalt also jede Berechnung
entweder

e nie oder

« nach héchstens s(n) - Q] - |T|° Schritten.
Grund: Der zweite Fall folgt aus Lemma 9.1. Ansonsten wird eine Konfiguration zweimal
erreicht und die DTM ist in einer ,,Endlosschleife*.
Satz 9.2: Jede Sprache L € NSPACE(n) ist entscheidbar.
BEwEIS: Wegen Lemma 9.1 geniigt es, jede Berechnung bis zu s(n)-|Q|-|T'|*(™) Schritten
zu simulieren, um herauszufinden, ob ein Wort der Lénge n akzeptiert wird. O
Satz 9.3: Jede Sprache L € CH1 ist entscheidbar.

BEWEIS: Seien G = (X, N, P, S) eine Typ-1-Grammatik (kontextsensitive Grammatik)
fir L, w € ¥* und n die Liange von w. Da alle Regeln expansiv (d.h., « - f € P =
|a] < |/]) sind, miissen wir nicht alle (unendlich viele!) Ableitungen betrachten. Es
geniigt, wenn wir Ableitungen

Stai k... Fany,

betrachten, bei denen alle Satzformen a; héchstens Lénge n haben (also || < n) und
paarweise verschieden sind. ]

Satz 9.4: CH1 = NSPACE(n)
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BEWEIS:

»,="“: Gegeben: Typ-1-Grammatik G = (X, N, P, S)
Gesucht: NTM M mit L(M) = L(G)
Wihle das Bandalphabet I' = ¥ U N U {u} und folgendes Verhalten:

1. M réat nichtdeterministisch eine Position auf dem Band und eine Produktion
a — . Falls 8 gefunden wird, ersetze durch «, weiter bei 1.

2. Falls der Bandinhalt nur noch S ist, so halt M und akzeptiert.
Dieses Verfahren terminiert.

»<=“1 Gegeben: NTM M
Gesucht: Typ-1-Grammatik G mit L(G) = L(M)
Wir wollen den Beweis hier nicht formal ausformulieren und beschreiben nur die
zugrundeliegenden Ideen.

— Idee 1: Ahme die Berechnungsschritte von M mit Ableitungsschritten der
Grammatik nach. Die manipulierten Satzformen représentieren dabei die Kon-
figurationen von M. Wir wéhlen als (vorlaufige) Variablenmenge N’ = T" U
(Q xT). Eine Konfiguration ugav mit u,v € I'* a € T wird durch die Satzform
u(g, a)v reprisentiert. Die Regeln sind wie folgt definiert.

P'= {(¢g;a) = (¢',d) | (¢,d/,N) € d(g,a)}
U{(g,a)b = d'(¢,b) [beT,(d,d",R) € d(q,a)}
U{(g,a) = (¢',d) | (¢',a', L) € 6(q,a)}

Somit gilt ugav F* u/q'a’v’, also dass M eine Konfiguration in eine andere

iiberfithren kann, genau dann, wenn wir mit Regeln aus P’ die Ableitung
u(q,a)v =5 u'(¢', a’)v" machen konnen.

— Idee 2: Die erste Idee hat noch das folgende Problem und muss deshalb er-
ganzt werden: Wéahrend eine TM mit der Eingabe startet und diese in eine
Antwort der Form ,akzeptiert“/, akzeptiert nicht* transformiert, arbeitet ei-
ne Grammatik umgekehrt. Sie startet mit dem Startsymbol und am Ende
erhalten wir das resultierende Wort.

Wir unterteilen die Satzformen der Grammatik in zwei Spuren, eine obere
Spur und eine untere Spur. Die untere Spur enthélt das Eingabewort, die
obere Spur simuliert das Band der TM. Formal erreichen wir dies, indem wir
als Variablenmenge das kartesische Produkt aus vorldufiger Variablenmenge
und Alphabet nehmen: N = {S} U N’ x X
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= () ) (W) () () S
ai ) \az as as] \an Spur 2

Eine Ableitung besteht dann aus drei Phasen.

* Phase 1: Wir wahlen nichtdeterministisch das Wort, das wir erzeugen
wollen (untere Spur), und bringen das Band der TM (obere Spur) in die
entsprechende Startkonfiguration.

Entsprechende Regeln:

S — ((qo(;a)> Ya € X

S%S(Z) Va ey

x Phase 2: Wir simulieren auf der oberen Spur die Berechnungen der TM,
bis eine Haltekonfiguration erreicht ist.

Entsprechende Regeln:
a B Vo — € P
%
a a a,feNn
o e %} . 51 B Vajag — 162 € P
ai a2 ai) \az o, B € A
+x Phase 3: Wenn die TM in einem akzeptierenden Zustand ist, ersetzen

wir alle ,,Zweispurzeichen* durch das entsprechende Zeichen der unteren
Spur und erhalten das Eingabewort.

Entsprechende Regeln:

(gj) rzel
—a
a acx
! el,d e Fé(d,z)=0
(@ x)\ _, T q (¢',x)
a a€y O

Satz 9.5: Die Menge der entscheidbaren Sprachen ist verschieden von CHI.

Vorlesung:
09.02.2018
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BEwEIS: Wir konstruieren zunéchst analog zu Abschnitt 6.5.1 eine Codierung von
Grammatiken durch Woérter w € {0,1}*. Anschlieflend definieren wir G,, als die Gramma-
tik, die durch Wort w codiert wird. Dabei wahlen wir die Grammatik ({S}, {0,1},{}, S)
fir den Fall, dass w nicht Code einer Grammatik ist.*?

Wir betrachten nun eine Matrix, in deren Spalten alle Worter wy,ws,... und in de-
ren Zeilen alle Grammatiken G, , Gy, . .. aufgelistet sind. Ein Matrixeintrag (G, , w;)
enthélt ein Y, falls w; € L(G,,), und sonst ein N.

Da das Wortproblem fiir CH1-Sprachen entscheidbar ist, ist insbesondere der Test ,,w; €
L(Gy,)¢ fir alle Diagonaleintrége berechenbar und somit auch die Sprache Leyii = {w €
{0,1}* | w ¢ L(Gy)} entscheidbar.

Angenommen, jede entscheidbare Sprache sei CH1. Dann gibt es auch ein wy, sodass

L(Guy,,) = Levii- Nun gilt aber wy, € Leyii <= wy ¢ Leyii. Widerspruch! O
W - Wi e W ooee W5
Guwo | Y
G, N
- l
Gu, | N Y ? Y
G, N

Abb. 21: Illustration des Diagonalarguments beim Beweis, dass nicht jede entscheidbare
Sprache CH1 ist

Satz 9.6: Die Typ-1-Sprachen sind abgeschlossen unter U, N, -, * und Komplement.
BEWEIS:

e ,,U“und ,N*: Betrachte eine NTM. Seien L; und Lo zwei Typ-1-Sprachen und M
und My zwei zugehorige NTMs.

— Verwende als Bandalphabet 2-Tupel, um eine 2-Spur-TM zu simulieren.

— Verwende die untere Spur fiir eine ,,Sicherungskopie“ der Eingabe.

Diese Wahl ist wie bei der Definition von M, willkiirlich.
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— Simuliere auf der oberen Spur M; und speichere das Ergebnis im Zustand.
— Simuliere auf der unteren Spur Ms und werte das Gesamtergebnis aus.
. ”.“ und ”*“:
Konstruiere eine Typ-1-Grammatik analog zu Satz 5.5.
o Komplement:

»2. LBA-Problem®%“ bis 1987, dann geldst durch Immerman und Szelepcsényi. [J
Bemerkung: 1. LBA-Problem (1964)“: Ist NTAPE(n) = DTAPE(n)? Bisher unge-
16st.

Satz 9.7: CHO ist die Menge der semi-entscheidbaren Sprachen.

BEWEIs: “=“ Verwende die Konstruktion einer NTM M wie in Satz 9.4, aber ohne
Platzbeschrankung.

“«* Konstruktion analog zu Satz 9.4 + Startsymbol S’

S — (:) S’ (:) Schaffe Platz fiir Berechnung von M

S — S
Erweitere N
= {S’,S}UA x (X U{e})

Neue Loschregeln:

<x>—>5 Veel
€

+ die einzigen Regeln, die Typ-1-Bedingung verletzen. O

Satz 9.8: Die entscheidbaren Sprachen sind eine echte Teilmenge von CHO.
BEWEIS:
e ,C“ Folgt trivialerweise aus Def. 7.7, Def. 6.4 und Def. 7.4.

o ,#“ Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar (Satz 7.8), aber semi-
entscheidbar (Lemma 7.10). O

Satz 9.9: CHO # P(X¥)
BeEweEIs: Nach Korollar 7.12 ist K nicht semi-entscheidbar. O

461, BA = Linear Bounded Automaton — 1964 Kuroda
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Satz 9.10: Die Typ-0 Sprachen sind unter U, N, -, * abgeschlossen, sind aber nicht
unter Komplementbildung abgeschlossen.
BEWEIS:
e ,U“und ,N“
Siehe Satz 7.23.
° ‘“ und *“:
Konstruiere Grammatik analog zu Satz 5.5.
o Komplement:

Das spezielle Halteproblem K ist semi-entscheidbar (Lemma 7.10), aber sein Kom-
plement K ist nicht semi-entscheidbar (Korollar 7.12). O
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