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1 Einfiihrung

1.1 Was ist Spieltheorie?

Spieltheorie ist die Analyse strategischer Entscheidungssituationen, in denen mehrere Spieler
miteinander interagieren.

Dabei ist das Resultat eines Spiels von den Entscheidungen der Mitspieler abhéngig und
alle Spieler sind sich dessen bewusst. Damit stellt sich die Frage nach dem Ergebnis, das
sich ergibt, falls alle Spieler ,rational” handeln, d.h. ihren (erwarteten) Nutzen maximieren,
wobei sie davon ausgehen, dass ihre Mitspieler ebenso rational handeln.

Urspriinglich ist die Spieltheorie ein Gebiet der theoretischen Wirtschaftswissenschaften,
neuerdings jedoch auch fiir Kiinstliche Intelligenz und Informatik von Interesse, wenn es dar-
um geht, dezentrale, heterogene Systeme von egoistischen Agenten zu modellieren. Wahrend
Losungsbegriffe fiir Spiele bereits bekannt sind, sind noch viele algorithmische Fragen zu be-
handeln. Da die Annahme der Rationalitit im Fall von kiinstlichen Agenten berechtigter
ist als im Fall natiirlicher Agenten, ist die Spieltheorie fiir die Informatik unter Umstéinden
noch sinnvoller und interessanter als fiir die Wirtschaftswissenschaft.

Beispiel 1 (Anflugmanagement an Flughifen). Heute: First-come-first-served, besser wére
aber ein Anflugscheduling unter Beriicksichtigung der verbleibenden Flugbenzinmengen der
ankommenden Flugzeuge. Bei mehreren Fluglinien werden Online-Verhandlungen notwen-
dig.

1.2 Gebiete der Spieltheorie

Zu den Gebieten der Spieltheorie gehtren unter anderem sogenannte strategische Spiele
(Normalform-Spiele), bei denen die Strategien vor Beginn des Spiels festgelegt werden
und das Spielergebnis aus der Strategiekombination resultiert.

Beispiel 2 (Gefangenendilemma). Zwei Gefangene werden getrennt voneinander verhort
und haben die Wahl, die ihnen vorgeworfene Tat zu gestehen und dabei den anderen Gefan-
genen zu belasten oder zu schweigen. Mogliche Ausgénge sind dann, dass

1. beide schweigen, worauf sie mit je drei Monaten Haft bestraft werden,

2. nur einer gesteht, der andere aber schweigt, woraufhin der Kronzeuge frei kommt,
wihrend der ,,Schweiger” zu zehn Jahren Haft verurteilt wird, oder dass

3. beide gestehen, was fiir beide eine dreijahrige Haftstrafe bedeutet.

Daneben werden extensive Spiele, d.h. Spiele mit mehreren Ziigen, wie etwa Schach oder
wiederholte strategische Spiele, untersucht.
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Es wird zwischen Spielen mit vollstindigen und unvollstindigen Informationen un-
terschieden, wobei etwa bei Kartenspielen den Spielern in der Regel nur unvollsténdige
Informationen vorliegen.

Koalitions- oder Verhandlungsspiele modellieren Situationen wie Verhandlungen, Ver-
teilungen von Gewinnen oder Wahlen.

In der Implementierungstheorie (Mechanismusdesign) betrachtet man Spiele nicht
nur aus der Sicht der Spieler, sondern auch aus der eines ,,Spieledesigners“, der die Spielregeln
so festlegen will, dass der Gesamtnutzen aller Spieler optimiert wird.

Die wichtigsten Losungskonzepte der Spieltheorie sind die Elimination dominierter Stra-
tegien, Nash-Gleichgewichte und weitere Gleichgewichtsbegriffe.
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Definition 3 (Strategisches Spiel). Ein strategisches Spiel G = (N, (4;), (u;)) besteht
aus

e einer endlichen Spielermenge N,
e fiir jeden Spieler ¢ € N einer nichtleeren Menge A; (von Aktionen/Strategien) und
e fiir jeden Spieler i € N einer Auszahlungsfunktion u; : A — R, wobei

A= H A;.
iEN
G heifit endlich, falls A endlich ist.
Oft wird statt einer Auszahlungsfunktionen eine Préferenzrelation ~; fiir Spieler ¢ genutzt:
a x; b gdw. u;(a) > u;(b)
Endliche strategische Spiele werden oft in Matrixform angegeben, wie etwa das folgende
Spiel mit zwei Spielern und je zwei moglichen Aktionen. Spieler 1 ist der Zeilenspieler, Spieler

2 der Spaltenspieler. Bei den Auszahlungen ist jeweils der erste Wert der Nutzen fiir Spieler
1, der zweite Wert der Nutzen fiir Spieler 2.

Spieler 2
L R
T w1, Wa T1,T2
Spieler 1
B Y1, Y2 21,22

Wiéhlt Spieler 1 Aktion T und Spieler 2 Aktion L, dann erhélt Spieler 1 die Auszahlung wy,
Spieler 2 erhilt die Auszahlung ws.

Beispiel 4 (Gefangenendilemma). S sei die Strategie, zu schweigen, G die Strategie, zu
gestehen. Die Auszahlungen sind in Gefdngnismonaten angegeben.

S G
S ~3,-3 ~120, 0
G 0,-120 | —36,—36
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Beispiel 5 (Falke und Taube). Die Spieler konnen sich in einem Kampf (etwa um Nahrung)
wie ein Falke (F') oder wie eine Taube (T) verhalten. Treffen zwei Tauben aufeinander, teilen
sie sich den Nutzen, trifft ein Falke auf eine Taube, gewinnt der Falke und sichert sich einen
groflen Teil des Nutzens, treffen aber zwei Falken aufeinander, so geht in dem Kampf der
beiden der gesamte Nutzen verloren.

F | 41 | 0,0

Beispiel 6 (Matching Pennies). Zwei Spieler wihlen jeweils Kopf (K) oder Zahl (Z).
Waihlen beide das gleiche, gewinnt Spieler 1 einen Euro von Spieler 2, wéhlen sie etwas
unterschiedliches, erhilt Spieler 2 einen Euro von Spieler 1.

Beispiel 7 (Bach oder Strawinsky). Zwei Personen wollen gemeinsam ein Konzert besuchen,
wobei eine der beiden Personen Bach bevorzugt, wihrend die andere Strawinsky vorzieht.
Beiden ist es wichtiger, in das gleiche Konzert zu gehen wie der Partner, als ihr Lieblings-
konzert zu besuchen. Sei B die Aktion, das Bach-Konzert zu besuchen, S die Aktion, in das
Strawinsky-Konzert zu gehen.

Strawinsky-Fan

B S

B 2,1 0,0
Bach-Fan

S | 0,0 | 1,2

2.1 Dominierte Strategien

Notation 8. Sei a = (a;)ien ein Strategieprofil (a € A = ],y A;). Dann ist a_; :=
(@5)jengiy und (a—i, ai) = (a5)jev\(ipugi = (45)jen = a.
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Definition 9 (Strikt dominierte Strategie). Eine Aktion a} € A; im Spiel (N, (4;), (u:))
heifit strikt dominiert, falls es eine Aktion a’; € A; gibt, so dass fiir alle a € A gilt:
uj(a—j,a}) > uj(a_y,aj)

Bemerkung 10. Es ist nicht rational, strikt dominierte Strategien zu spielen.

2.1.1 Ilterative Elimination strikt dominierter Strategien

e Streiche die Strategien, die strikt dominiert sind, solange welche da sind.
e Bleibt nur ein Profil iibrig, ist das die Losung.

Beispiel 11. Streiche zunéchst die von der zweiten Zeile strikt dominierte erste Zeile, danach
die von der zweiten Spalte strikt dominierte erste Spalte:

S G

5|38 | o4

G |40 | 11

S G

G | 40 | 11

Beispiel 12. Iterative Elimination strikt dominierter Strategien in drei Schritten:

L R

L R L
T | 21 | 00

M | 1,2

)

B |00 | 1

2,1

3

1 00
20

Bemerkung 13. Nur in den seltensten Fiéllen existiert strikte Dominanz.

Bemerkung 14. Das Ergebnis der iterativen Elimination ist bei strikter Dominanz eindeu-
tig (unabhiingig von der Reihenfolge der Elimination).

Definition 15 (Schwach dominierte Strategien). Eine Aktion aj € A; im Spiel (N, (A;), (u;))
heifit schwach dominiert, falls es eine Aktion a; € A; gibt, so dass fiir alle a € A

uj(a—j, a5) > uj(aj, aj)
und fiir mindestens ein a € A
uj(a_j,ay) > uj(a_j,aj)

Beispiel 16. Das Ergebnis bei iterativer Elimination schwach dominierter Strategien ist im
allgemeinen nicht eindeutig, sondern von der Eliminationsreihenfolge abhéingig. Betrachte
dazu folgendes Spiel:
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L R

T |21 | 00

M 2,1 1,1

) )

B|oo0 | 1,1

Eliminiert man zuerst T (< M), dann L (< R), so hat jedes noch mogliche Ergebnis (MR oder
BR) das Nutzenprofil (1, 1). Die alternative Reihenfolge, bei der zuerst B (< M), dann R (<
L) eliminiert wird, fithrt hingegen in beiden verbleibenden Strategieprofilen (TL und ML) zu
dem Nutzenprofil (2, 1), das Spieler 1, durch dessen unterschiedliche Wahlmdoglichkeiten bei
der Eliminierung einer schwach dominierten Strategie die unterschiedlichen verbleibenden
Strategieprofile iiberhaupt entstanden sind, einen héheren Nutzen bringt als die beiden im
anderen Fall verbleibenden Strategieprofile MR und BR.

2.2 Nash-Gleichgewichte

Nash-Gleichgewichte sind das meistbenutzte Losungskonzept der Spieltheorie. Ein Nash-
Gleichgewicht ist eine Strategiekombination, in der kein Spieler durch Abweichung einen
Vorteil erlangen kann.

Beispiel 17. Nash-Gleichgewichte bei Bach oder Strawinsky:

Strawinsky-Fan

B S

B 2,1 0,0
Bach-Fan

S | 00 | 1,2

Hier existieren zwei Nashgleichgewichte, ndmlich (B, B) und (S, S).

Definition 18 (Nash-Gleichgewicht). Ein Nash-Gleichgewicht (NG) eines strategischen
Spieles (N, (4;), (u;)) ist ein Profil a* € A von Aktionen mit der Eigenschaft, dass fiir alle
Spieler i € N gilt:

ui(a*) = wi(a*;,al) > u;(a*;, a;) fir alle a; € A;.

Definition 19 (Nash-Gleichgewicht, alternativ). Sei B;(a—;) die Menge von Aktionen a; €
A;, die eine beste Reaktion auf a_; sind, d.h.

Bi(a—;) ={a; € Ai | ui(a—i,a;) > ui(a_;,a}) fiir alle a; € A;}.
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Ein Nash-Gleichgewicht a* ist ein Profil mit der Eigenschaft
a; € Bi(a*;) furalleie N.
Wir betrachten auch B(a™*):

B(a*) = [] Bi(a™,)

iEN

Mit dieser Notation ist a* ein Nash-Gleichgewicht gdw. a* € B(a*).

Beispiel 20. Im Gefangenendilemma gibt es genau ein Nash-Gleichgewicht:

S G

S |33 | 04

G | 40 | 1,1

Beispiel 21. Im Falke-und-Taube-Spiel gibt es zwei Nash-Gleichgewichte:

Taube Falke

Taube 3,3 1,4

Falke 4,1 0,0

Beispiel 22. Im Matching-Pennies-Spiel gibt es kein Nash-Gleichgewicht:

Kopf Zahl
Kopf 1,—-1 -1, 1
Zahl | -1, 1 1,-1

Beispiel 23 (Auktionsspiel). Eine Second Price Sealed Bid Auction liuft wie folgt ab:
Alle Auktionsteilnehmer geben ein geheimes Gebot fiir das zu versteigernde Objekt ab.
Das hochste Gebot erhilt den Zuschlag, wobei ein Betrag bezahlt werden muss, der dem
zweithdchsten abgegebenen Gebot entspricht.

Formal ergibt sich folgendes Spiel (N, (4;)ien, (u;)ien):

e N ={1,...,n}, wobei n > 2. Wir schreiben v; € R fiir den Wert (in Euro), den
Spieler i dem zu versteigernden Objekt zumisst. Das Auktionsspiel wird durch die
Werte v; parametrisiert. Wir fordern, dass v; > vy > --- > v, > 0 gilt.

e Fiir alle i € N ist A; = RT. Dabei entspricht a; € A; einem Gebot von a; Euro.
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e Die Nutzenfunktionen u; sind wie folgt definiert: Erhélt Spieler i den Zuschlag, so
ist u;(a) = v; — maxa—_;. Der Spieler erhilt das Objekt (Nutzen v;), muss aber den
hochsten von den anderen Spielern gebotenen Betrag bezahlen (Ausgabe maxa_;).
Wenn Spieler ¢ den Zuschlag nicht erhélt, dann ist w;(a) = 0. Spieler ¢ erhélt in a den
Zuschlag, wenn a; = maxa gilt und ¢ die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft ist. Bei
gleichen Geboten wird also der Spieler mit dem niedrigsten Index bevorzugt.

Eine schwach dominante Strategie fiir Spieler ¢ besteht darin, v; zu bieten. Fiir den Beweis
der schwachen Dominanz ist zu zeigen, dass v; eine beste Antwort auf alle Aktionsprofile
a_; der anderen Spieler ist und es zu jedem anderen Gebot a; mindestens ein Profil a_; gibt,
auf das v; eine echt bessere Antwort ist als a;.

Fiir die zweite Eigenschaft sehen wir, dass v; echt besser ist als a; # v;, wenn alle anderen
Spieler 3 (v; + a;) bieten.

Fiir die erste Eigenschaft unterscheiden wir zwei Félle: Erhélt Spieler ¢ in a = (a—;,v;)
den Zuschlag, ergibt sich v; > maxa_; und somit u;(a) = v; — maxa_; > 0, also ein nicht-
negativer Nutzen. Eine bessere Strategie gibt es nicht: Ohne den Zuschlag héitte i den Nutzen
0, und andere Strategien, die zum Zuschlag fiihren, bieten denselben Nutzen.

Erhélt Spieler ¢ in a = (a—;, v;) nicht den Zuschlag, so ergibt sich ein Nutzen von 0. Wiederum
geht es nicht besser: Andere Strategien, die nicht zum Zuschlag fithren, haben den Nutzen 0,
und Strategien, die zum Zuschlag fithren, haben einen Nutzen von hochstens 0, da maxa_; >
v; ist (sonst hitte Spieler ¢ bereits mit dem Gebot v; den Zuschlag erhalten). Somit ist v;
in jedem Fall eine beste Antwort.

Ein Profil schwach dominanter Strategien a* bildet stets ein Nash-Gleichgewicht: Da eine
schwach dominante Strategie eine beste Antwort auf alle Strategieprofile ist, ist a; insbe-
sondere fiir jeden Spieler ¢ eine beste Antwort auf a* ;.

2.2.1 lterative Eliminierung und Nash-Gleichgewichte

Lemma 1. Seien G = (N, (4;)ien, (wi)ien) und G' = (N, (A))ien, (u})ien) strategische
Spiele, so dass G' aus G durch Elimination einer strikt dominierten Strategie entsteht. Dann

gilt: a* ist ein Nash-Gleichgewicht von G genau dann, wenn a* ein Nash-Gleichgewicht von
G’ ist.

Beuweis. Sei a; die Strategie fiir Spieler i, die beim Ubergang von G zu G’ eliminiert wird.
Es gibt also eine Strategie a;r € A;, so dass u;(a—q,a;) < ui(a—s, a;r) fir allea_; € A_;.

Sei zuerst a* ein Nash-Gleichgewicht von G. Dann ist a} eine beste Antwort auf a*,, es
gilt also u;(a*) = u;(a*,,af) > u;(a*;,a}) fir alle a; € A;, also insbesondere w;(a*;, af) >
u;(a*;,a;). Da aufgrund der strikten Dominanz w;(a* ;, a;) < u;(a*;,a;) gilt, muss a # a;
sein.

Die Gleichgewichtsstrategien a; werden beim Ubergang zu G’ also nicht eliminiert. Fiir alle
Spieler j € N ist a} in G eine beste Antwort auf a” ;. Wegen A; C Aj; gilt dies dann natiirlich
auch in G’. Somit ist a* auch ein Nash-Gleichgewicht von G’.

Sei umgekehrt @™ ein Nash-Gleichgewicht von G’. Zu zeigen ist, dass a’* auch ein Nash-

Gleichgewicht von G ist. Da fiir alle Spieler j die Beziehung A; O A; gilt, ist dazu nur

zu zeigen, dass a;" auch in G eine beste Antwort auf a’*; ist. Fiir Spieler j # 4 muss a’'
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eine beste Antwort auf a”; sein, da A; = A’; gilt und somit die Bedingungen fiir G und G’
identisch sind.

Da A; = A; U {a;} ist und a}* unter den Strategien in A} eine beste Antwort auf a*; ist,
miissen wir nur zeigen, dass a; keine bessere Antwort ist. Dies folgt daraus, dass einerseits
ui(a”™) = u;(a”*;,a*) > ui(a*;,a]) (da a’* ein Nash-Gleichgewicht in G’ ist und aj € A}
ist) und andererseits u;(a”*;,a;) < w;(a’*;,a) (da a; von a; dominiert wird) gilt. Also ist

— 4 —i7

a’ auch ein Nash-Gleichgewicht von G. O

Satz 2. Wenn ein strategisches Spiel sich durch die Methode der iterativen Eliminierung
strikt dominierter Strategien eindeutig losen lisst, so ist das resultierende Strategieprofil ein
Nash-Gleichgewicht, und zwar das einzige Nash-Gleichgewicht in diesem Spiel.

Beweis. Mehrfache Anwendung von Lemma 1 (Induktion) ergibt, dass zwei Spiele G und
G’ dieselben Nash-Gleichgewichte besitzen, wenn G’ aus G durch iterative Eliminierung
entsteht.

Liefert nun das Verfahren der iterativen Eliminierung, ausgehend von G, das Spiel G’ als
eindeutige Losung, so hat in G’ jeder Spieler nur eine Strategie. Das einzig mogliche Stra-
tegieprofil in G’ ist automatisch ein Nash-Gleichgewicht in G, und zwar das einzige. Da G
und G’ dieselben Nash-Gleichgewichte besitzen, folgt die Behauptung. O

Zusammenfassend lasst sich iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Nash-Gleichgewichten
folgendes sagen: Es gibt strategische Spiele, wie etwa Matching Pennies, in denen keine
Nash-Gleichgewichte existieren. In endlichen strategischen Spielen gibt es jedoch immer
mindestens ein Nash-Gleichgewicht, wenn wir zulassen, dass die Spieler ihre Strategien ran-
domisieren. Nash-Gleichgewichte sind im Allgemeinen nicht eindeutig. Sind die Auszah-
lungsfunktionen in Matrixform gegeben, so konnen Nash-Gleichgewichte einfach berechnet
werden, fiir randomisierte Spiele ist das (vermutlich) nicht der Fall.

2.3 Strikt kompetitive Spiele und Maximin-Strategien

Definition 24 (Strikt kompetitive oder Nullsummenspiele). Ein strikt kompetitives
Spiel oder Nullsummenspiel ist ein strategisches Spiel G = ({1,2}, (4;), (u;)) mit

ui(a) = —uz(a) fiir alle a € A.

Beispiel 25. Matching Pennies:

Kopf Zahl
Kopf 1,-1 -1, 1
Zahl -1, 1 1,-1
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Beispiel 26. Ein Spiel mit je drei Aktionen pro Spieler:

L M R

T 8,—8 3,-3 | -6, 6
M 2,-2 | -1, 1 3,-3
B | -6, 6 4,-4 8,—8

Es existiert kein Nash-Gleichgewicht. Versuche also, den eigenen Schaden zu minimieren.

Bestimme etwa fiir Spieler 1 Zeilenminimum des Nutzens, d.h. den Nutzen, den Spieler
1 sicher hat, wenn er die der Zeile entsprechende Aktion wiihlt, hier also (—6;—1;—6)".
Also entscheidet sich der Rationale/Paranoide fiir M, wenn er iiber die Minima maximiert.
Fiir Spieler 2 erhilt man (—8; —4; —8). Dieses Vorgehen ist fiir Paranoiker/Pessimisten in
Ordnung, aber wenn man anféingt zu iiberlegen, dass der andere Spieler genau so denkt, ...,
also kein Nash-Gleichgewicht. Aber angenommen es gibt ein Nash-Gleichgewicht, dann wird
dieses mit Maximinimierer erreicht, wie wir gleich sehen werden.

Definition 27 (Maximinimierer). Sei G = ({1,2}, (4;), (u;)) ein Nullsummenspiel. Eine
Aktion z* € A; heifit Maximinimierer (MM) fiir Spieler 1 in G, falls

min u(z > min u;(x fir alle x € A
min 1( ,y)_y€A2 1(z,y) 1

und y* € As heifit Maximinimierer fiir Spieler 2 in G falls

i *) > mi fiir all As.
;rel%uz(w7y)_g€1£uQ(w,y) iir alle y € Ay

Bemerkung 28. Wenn ein Nash-Gleichgewicht in einem Nullsummenspiel existiert, so ist
dies eine Kombination von Maximinimierern. (vgl. Satz 4 und Beweis dazu.)

Lemma 3. Sei G = ({1,2}, (A:), (w;)) ein Nullsummenspiel. Dann gilt

max min us(z,y) = — min max uy(x,y)
yEAs zEA, ’ yEA, €A, ’

Beweis. Es gilt fiir beliebiges reellwertiges f

min(—f()) = —max(f(2)). (2.1)
Damit gilt fiir alle y € A,
—minua(a,y) = max(—us(r,y)
= max(u(z,y)). (2.2)

10
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Schliellich erhalt man

o]

. .1 s .

a = - —
R el y) = e el
22 _ min maxu (z,y)
yEAs x€AL 1 Y)-

]

Satz 4. Sei G = ({1,2}, (4;), (u;)) ein Nullsummenspiel. Dann:

1. Falls (z*,y*) ein Nash-Gleichgewicht von G ist, dann sind x* und y* Maziminimierer
fiir Spieler 1 bzw. Spieler 2.

2. Falls, (z*,y*) ein Nash-Gleichgewicht ist, dann gilt:

max min v (z,y) = min max vy (z,y) = uy (z*,y")

3. Falls max, min, ui(x,y) = min, max, u1(z,y) und =* und y* Maziminimierer von
Spieler 1 bzw. Spieler 2 sind, dann ist (x*,y*) ein Nash-Gleichgewicht.

Beweis. 1. Sei (z*,y*) ein Nash-Gleichgewicht. Nach der Definition von Nash-Gleichgewichten
ist ug(x*,y*) > uo(a*,y) fur alle y € Ay. Wegen u; = —us folgt ui(z*, y*) < ui(z*,y)
fiir alle y € As. Also

* % _ . *
ur(z®,y") = minui(a”,y)
< i 2.3
< mex min u(,y) (2.3)
Auflerdem gilt nach der Definition eines Nash-Gleichgewichtes aus der Perspektive von
Spieler 1, dass uq (z*, y*) > uq(z, y*) fir alle z € Ay, also uq (z*,y*) > mingye 4, u1 (2, y)
fir alle z € A;. Damit gilt auch ui(z*, y*) > max,eca, mingea, ui(z,y). Zusammen
mit Ungleichung 2.3 folgt daraus
Lyt = a i 2.4
ur(z”, y") gﬁggm(x,y) (2.4)
Also ist x* ein Maximinimierer.

Analog erhilt man fiir Spieler 2, dass y* ein Maximinimierer ist:

us(2*,y*) = max min us(x 2.5

e y) = max min wa(s,y) (25)

2. Aus Gleichung 2.5 folgt mit Lemma 3, dass ua(z*,y*) = —minyec 4, maxgea, u1(z,y)
und daraus wegen u; = —ug, dass ui(z*,y*) = minye 4, maxzeca, u1(z,y). Zusammen

mit Gleichung 2.4 erhilt man

e e _ .
ui(#%,y") = 1min max u(,y) = max min ui(z,y).

Insbesondere folgt daraus, dass alle Nash-Gleichgewichte fiir alle Spieler denselben
Nutzen haben.
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2 Strategische Spiele

3. Seien z* und y* Maximinimierer von Spieler 1 bzw. Spieler 2 und gelte max, min, v (z,y) =
min, max, ui(x,y) =: v*. Wegen Lemma, 3 ist —v* = maxye4, mingea, ua(z,y). Da-
mit und da z* und y* Maximinimierer sind, gilt

up(x*,y) > v* fiir alle y € Ay bzw. (2.6)
ug(x,y"*) > —v* fiir alle x € 43

Insbesondere gilt fiir x = 2* und y = y*: uy(a*,y*) > v* und us(z*,y*) > —v*. Aus
der letzten Ungleichung erhiilt man wegen u; = —usg, dass uj(x*,y*) < v*, insgesamt

also uq (z*,y*) = v*.

Wegen Ungleichung 2.6 gilt uy(x*,y) > ui(z*, y*) fir alley € Ay bzw. wegen uy = —ugy
dquivalent ug(z*,y) < ug(x*,y*) fir alle y € Ay, d.h. y* ist eine beste Antwort auf x*.

Analog erhdlt man wegen Ungleichung 2.7 uq (z,y*) < uy(a*,y*) fir alle € Ay, d.h.
auch z* ist eine beste Antwort auf y*. Damit ist (z*,y*) ein Nash-Gleichgewicht.

Insgesamt folgt, dass man, wenn es mehrere Nash-Gleichgewichte gibt, sich immer ein be-
liebiges aussuchen kann, da alle den gleichen Nutzen liefern. O

Beachte, dass strikt kompetitive Spiele im Wesentlichen fiir Brettspiele interessant sind,
jedoch nicht fiir die Wirtschaft.
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3.1 Uberblick

Im letzten Kapitel hat sich gezeigt, dass nicht in jedem Spiel ein Nash-Gleichgewicht exis-
tieren muss (vgl. etwa Matching-Pennies-Spiel). Was kann man in solchen Situationen tun?
Idee: randomisierte Strategien.

Definition 29 (Gemischte Strategie). Sei G = (N, (A4;), (u;)) ein strategisches Spiel, so dass
alle A; hochstens abzahlbar und alle u; beschrankt sind.

Sei A(4;) die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen tiber der Menge A;. Ein «; €
A(A;) ist eine gemischte Strategie in G, a;(a;) die Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl von
a; € A7

Ein Profil (o;)ien € [[;cn A(A;) induziert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A =
[I;cn Ai durch

pla) = H a;(ag).

iEN

p(A') = Z pla) = Z H a;(ag).

acA’ acA’ teN

Fiir A’ C A sei

Beispiel 30. Gemischte Strategie im Matching-Pennies-Spiel:

Kopf Zahl
Kopf 1,-1 -1, 1
Zahl -1, 1 1,—-1

Fiir Spieler 1 betrachte die gemischte Strategie oy € A({K, Z}) mit
2 1
a1 (K) = 3 und o1 (2) = 3

Fiir Spieler 2 betrachte die gemischte Strategie ag € A({K, Z}) mit

az(K) = % und ay(2) = 3

13



3 Gemischte Strategien

Die induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf { K, Z }? ist

MKJQ:aﬂKy%UQ:% ui (K, K) = +1
p(K, 2) = ar(K)-0s(7) = 3 w(K,2) = -1
P2, K) = ar(2) - cn(K) = 5 w(Z,K) = -1
p@ﬂﬁwﬂ@wﬂ@:% w(Z,7) = +1.

Definition 31 (Erwarteter Nutzen). Sei a € [[;c 5 A(Ai). Der erwartete Nutzen von a
fiir Spieler 4 ist definiert als

Ui(a) = Ui((a))jen) == Y | T] es(a5) | wila).

acA \jEN
=p(a)
Beispiel 32. In Beispiel 30 sind der erwartete Nutzen fiir Spieler 1 und Spieler 2

1 1
Ul(alaOCZ) == _5 und UQ(O{l,QQ) = +§

Definition 33 (Unterstiitzungsmenge). Sei «; eine gemischte Strategie. Die Unterstiitzungs-
menge (support) von «; ist die Menge

supp(a;) ={a; € Ai|ai(a;) > 0}.
Definition 34 (Gemischte Erweiterung). Die gemischte Erweiterung eines strategischen
Spiels (N, (4;), (u;)) ist das Spiel (N, (A(4;)), (U;)), in dem A(A;) die Menge der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen iiber den Aktionen A; ist und U; : [[;cy A(4;) — R jedem

o € [[;en A(4;) den erwarteten Nutzen fiir Spieler ¢ unter der von o induzierten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung zuordnet.

Definition 35 (Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien). Sei G ein strategisches Spiel.
Ein Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien von G ist ein Nash-Gleichgewicht
der gemischten Erweiterung von G.

Satz 5 (Satz von Nash). Jedes endliche strategische Spiel hat ein Nash-Gleichgewicht in
gemischten Strategien.

Beweisskizze. Betrachte die mengenwertige Funktion (Korrespondenz) der besten Antworten
B : RZ:l4il — Pot(R2Z: 14il) mit

B(a) = [ [ Bila-y).
ieN
Ein gemischtes Strategieprofil « ist Fixpunkt der Korrespondenz B gdw. a € B(a) gdw. «
ein Nash-Gleichgewicht ist.

Der Graph der Korrespondenz sollte zusammenhéngend sein. Dann liegen Punkte auf der
Fixpunktdiagonalen. O

14
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In der ersten der beiden folgenden Abbildungen ist der Graph der Korrespondenz nicht zu-
sammenhingend und es liegen keine Punkte auf der Fixpunktdiagonalen. Der zweite Graph
ist dagegen zusammenhéingend und die Korrespondenz besitzt Fixpunkte.

B(a) B(a)
1.0 1.0
0.8 + 0.8 +
0.6 + 0.6 +
04 + 0.4 +
0.2 + 0.2 +
0 f f f f « 0 f f f f «
0 02 04 06 08 1.0 0 02 04 06 08 1.0

Definition 36. Eine Menge X C R" heif3t kompakt, wenn sie

1. beschrankt ist, d.h. es in jeder Dimension obere und untere Schranken gibt und
2. abgeschlossen ist, d.h. wenn der Grenzwert jeder konvergenten Folge von Elementen
aus X selbst in X liegt.

Eine Menge X C R™ heifit konvex, wenn fiir alle 2,y € X und beliebiges A € [0, 1] gilt:

Az + (1 - Ny e X.

Eine Korrespondenz f : X — Pot(X) heifit ober-hemi-stetig, falls ihr Graph

Graph(f) ={(z,y)[z€ X, y€ f(2)}

eine abgeschlossene Menge ist.

Satz 6 (Fixpunktsatz von Kakutani). Sei X C R™ eine nichi-leere, kompakte und konveze
Menge und sei aufferdem f : X — Pot(X) eine ober-hemi-stetige Korrespondenz, so dass
fiir jedes x € X die Menge f(x) C X nicht-leer und konvex ist. Dann hat f einen Fizpunkt,
d.h. es existiert ein x € X mit x € f(z).

Beweis. vgl. z. B. [Heu04, Abschnitt 232]. O

Beweis des Satzes von Nash. Zeige, dass der Fixpunktsatz von Kakutani mit [, A(4;) fir
X und B fiir f anwendbar ist.

1. TL; A(A;) ist nicht-leer, konvex und kompakt: Ein Profil von gemischten Strategien
zu G ist durch M := ).\ |A;| nicht-negative reelle Zahlen gegeben, so dass sich die
Zahlen, die den Aktionen eines Spielers entsprechen, zu 1 addieren.

Wir interpretieren die Menge der gemischten Strategieprofile fiir G, symbolisch A :=
[I;cn A(4;), als Teilmenge des RM . Es ist zu zeigen, dass A nicht-leer, kompakt und
konvex ist.
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3 Gemischte Strategien

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien die Spieler mit natiirlichen Zahlen be-
zeichnet, d.h. N ={1,...,n}.
A ist nicht-leer, da A z.B. das Tupel (1, 0,...,0 ,...,1, 0,...,0 ) enthilt.

—— ——

|A1|—1 mal |A,|—1 mal
A ist beschriinkt, da keines der Elemente negativ oder grofler als 1 sein kann. A
ist abgeschlossen, denn wenn in einer konvergenten Folge von Elementen von A alle
Elemente der Folge nicht-negativ und durch 1 beschrankt sind und sich die zu einem
Spieler gehorenden Wahrscheinlichkeiten zu 1 addieren, dann muss dies auch fiir den
Grenzwert gelten. Ansonsten enthélt man unmittelbar einen Widerspruch dazu, dass
Grenzwerte Hiufungspunkte sein miissen. Da A beschrinkt und abgeschlossen ist, ist
A kompakt.

Seien schliefilich «, 5 € A und t € [0, 1]. Betrachte v = ta + (1 — ¢) 5. Es gilt: miny =
min(ta+(1—¢)5) > tmina+(1—¢t)min g > ¢t-04+(1—¢)-0 = 0, und analog max~y < 1.
Seien &, B und 7 die Abschnitte von a, 8 und v, die die Wahrscheinlichkeitsverteilung

fiir Spieler i bestimmen. Dann gilt S>4 = S (ta+ (1 —t)8) =t S a+ (1 —t) S 3 =
t-14+(1—t)-1=1. Also summieren sich die zusammengehorigen Wahrscheinlichkeiten
in v zu 1. Zusammen folgt v € A, also ist A auch konvex.

. B(a) ist nicht-leer: U; ist fiir festes a_; linear in der gemischten Strategie von Spieler
Ui(a—i, ABi + (1 = A)vi) = AUi(a—i, B;) + (1 = N Ui(a—i, 7i) fiir A€ [0,1] (3.1)

Eine mogliche Interpretation der Linearitit ist es, dass man eine Metamischung spielt,
d.h. mit Wahrscheinlichkeit A spielt man 8; und mit Wahrscheinlichkeit (1 — \) spielt
man ;.

Daraus folgt, dass U; stetig auf A(A4;) ist. Stetige Funktionen auf kompakten Mengen
haben ihr Maximum in der Menge. Also ist jedes B;(a—_;) und damit auch B(a) eine
nicht-leere Menge.

. B(a) ist konvex, da B;(a_;) konvex ist: seien o, o € B;(a_;), d.h.
Ui(a—i, o) = Ui(a—i, o).
Wegen Gleichung 3.1 gilt dann auch

Ao, + (1= N)al € Bi(a—;).

. Es ist noch zu zeigen, dass B ober-hemi-stetig ist. Sei (™, ™) eine Folge in Graph(B)
mit lim, . (a”,8") = (a, 8); o™, 8", «, B € [], A(4;) und " € B(a™). Zeige, dass
dann (o, B) € Graph(B):
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3 Gemischte Strategien

Es gilt fiir alle ¢ € N:

Def._a, B

Ui(a—s, (i) Ui( lim (a”;, 8;"))

n—oo

Stetigkeit .
= lim U;(a”;, 5}')
n—oo

37" beste Antwort auf o™,

> lim U;(a™;, 3) fiir alle 8] € A(A;)
Stetigkeit

U;( lim ", ) fiir alle 8] € A(A;)

Def. a; Ui(a_s, ) fiir alle 3] € A(4;)

Also ist (; eine beste Antwort auf a_; fiir alle i € N, damit § € B(«) und schliefllich
(v, B) € Graph(B).
O

Lemma 7. Sei G = (N, (4;), (u;)) ein endliches strategisches Spiel. Dann ist o € [[, A(A;)
ein Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien gdw. fir jeden Spieler © € N jede reine
Strategie aus der Unterstitzungsmenge von « eine beste Antwort auf o ; ist.

Fiir den einzelnen Spieler ist es also — wenn die anderen Spieler ihre gemischiten Strategien
beibehalten — egal, ob er seine gemischte Strategie oder eine Einzelaktion daraus spielt.

Beweis. Sei zunéichst a* ein Nash-Gleichgewicht mit a; € supp(af). Angenommen, a; ist
keine beste Antwort auf o ;. Wegen der Linearitét von U; kann Spieler ¢ seine Auszah-
lung verbessern, indem er Gewicht von a; auf andere Aktionen in supp(a;) verteilt. Also
war « keine beste Antwort und somit im Widerspruch zur Voraussetzung o kein Nash-
Gleichgewicht.

Fiir die andere Richtung der Aquivalenz nehmen wir an, dass a* kein Nash-Gleichgewicht ist.

Dann muss es ein ¢ € N und eine Strategie o} mit der Eigenschaft geben, dass U;(a* ;, af) >
Ui(a*;,af). Wegen der Linearitdt von U; muss es eine Aktion a; € supp(a}) geben, die

hoheren Nutzen als eine Aktion a] € supp(a) bringt; supp(a) besteht also nicht nur aus
besten Antworten auf a* ;. O

Bemerkung 37. Ist G = ({1,2},(A;),(w;)) mit Ay = {T,B} und Ay = {L,R} ein
Zwei-Spieler-Spiel mit je zwei moglichen Aktionen und ist (af, ) mit of(T) = 1 und
0 < a3(L) < 1 ein Nash-Gleichgewicht in G, so ist auch mindestens eines der Profile (T, L)
und (7, R) ein Nash-Gleichgewicht in G.

Nach Voraussetzung sind sowohl L als auch R beste Antworten auf 7. Angenommen, T
wire weder auf L noch auf R eine beste Antwort. Dann wére B sowohl auf L als auch
auf R eine bessere Antwort als T. Wegen der Linearitit des erwarteten Nutzens wére B
auch eine bessere Antwort als T auf o, im Widerspruch zu der Annahme, dass (af, a3) ein
Nash-Gleichgewicht in G ist.

Betrachte zum Beispiel das Nash-Gleichgewicht ({7 +— 1,B+— 0},{L — 5,R+— -5 }) in
dem Spiel
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Hier ist auch (T, R) ein (reines) Nash-Gleichgewicht.

Beispiel 38. Gemischte Nash-Gleichgewichte bei Bach oder Strawinsky:

Strawinsky-Fan

B S

B 2,1 0,0
Bach-Fan

S | 0,0 | 1,2

Allgemein: vier mogliche Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien.

Die moglichen echt gemischten Strategieprofile sind

{B}vs. {B,S}, {S}tvs. {B,S} {B,S} vs.{B},
{B,S}vs. {S} und {B,S}vs. {B,S}

Bei ,,Bach oder Strawinsky“ gibt es zwei Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien, ndmlich
(B, B) und (S,S). Wie sieht aber ein echt gemischtes Nash-Gleichgewicht fiir ,,Bach oder
Strawinsky* aus? Betrachte hier nur Nash-Gleichgewichte mit { B, S } vs. { B, S }.

Angenommen, (aq, ag) ist das gemischte Nash-Gleichgewicht mit 0 < aq(B) < 1 und 0 <
as(B) < 1. Dann muss wegen Lemma 7 gelten, dass

U1((1,0), (a2(B), a2(5))) = U1((0,1), (a2(B), a2(5)))-

Die linke Seite dieser Gleichung entspricht dem Fall, dass Spieler 1 das Bach-Konzert besucht
und hat den Wert 2-as(B)+0-a2(S). Die rechte Seite entspricht der Aktion, das Strawinsky-
Konzert zu besuchen und hat den Wert 0- as(B) +1-a3(S) =1- (1 — a(B)). Gleichsetzen

der Werte ergibt 2 - az(B) = 1 — az(B). Daraus folgt, dass az(B) = £ und a»(S) = 3.
2 1

Analog erhélt man fiir Spieler 1, dass a;(B) = £ und a4 (S) = 2. Das Nutzenprofil dieses

3 3°

Gleichgewichts ist (2, 2).

3.2 Evolutionare Gleichgewichte

Idee: die Spieler sind biologische Organismen, die derselben Art angehtren und denen ver-
schiedene Strategien zur Verfiigung stehen. Die Aktionsauswahl wird durch die ,Natur®
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(Vererbung, Mutation) getroffen. Der Nutzen entspricht den Uberlebenschancen eines Indi-
viduums.

Es soll die Frage beantwortet werden, ob es Strategien gibt, die in dem Sinne ,evoluti-
ondr stabil“ sind, dass sie ein stabiles Gleichgewicht in der Population herstellen, in dem
Mutationen , unattraktiv® sind.

Bei der spieltheoretischen Modellierung betrachten wir nur Zwei-Personenspiele, die fiir die
»Begegnung® zweier Individuen stehen, d.h. N = {1,2}. Die Tatsache, dass die Individuen
derselben Art angehoren, wird dadurch modelliert, dass A1 = As und uq(a,b) = us(b,a)
(schreibe deshalb kurz v := wu;). Gemischte Strategien entsprechen gemischten Populationen.

FEine Strategie b* € A; ist evolutionér stabil, wenn sie gegen Mutationen resistent ist. Wenn
ein kleiner Anteil € > 0 an Individuen mutiert, d.h. b € A; \ {b*} wéhlt, soll sich trotzdem
b* durchsetzen:

Upns Mutant Ugr Rein
(1 — e)ulb, b) +eu(b, b) < (1 — e)u(b*, b*) +eu(b”, b).
| 2 N S —

M vs. R M vs. M R vs. R R vs. M

Fiir kleines ¢ ist das dquivalent zu
u(b,b*) <u(d*,b*) oder  [u(b,b*) = u(b*,b*) und u(b,b) < u(b*,d)]

Definition 39 (Symmetrisches strategisches Spiel). Ein strategisches Spiel mit zwei Spielern
G = {{1,2},(A:), (u;)) heit symmetrisch, falls A; = Ay und uy(a,b) = uz(b, a) fiir alle
a,b € Ay gilt. B := Aj(= As) heifit Aktionsmenge von G, u := wu; heifit Nutzen- oder
Auszahlungsfunktion von G.

Definition 40 (Evolutioniir stabile Strategie). Sei G ein symmetrisches strategisches Spiel
mit Aktionsmenge B und Nutzenfunktion u. Eine Strategie b* € B heifit evolutionir
stabil, falls

e (b*,b*) ein Nash-Gleichgewicht von G ist und
o fiir alle besten Antworten b € B auf b* mit b # b* gilt u(b,b) < u(b*,d).

Beispiel 41. Falke-oder-Taube-Spiel mit reellem Parameter ¢ > 0 fiir Verlust bei einem
Kampf.

T F
11
T i1 0,1
F 1,0 s(1—0),3(1—¢)

Hat dieses Spiel evolutionér stabile Strategien? Bestimme dazu in einem ersten Schritt alle
symmetrischen Nash-Gleichgewichte (b*,b*) und untersuche diese in einem zweiten Schritt
darauf, ob sie die ,,Mutanten-Eigenschaft® erfiillen, d.h. ob fiir alle abweichenden besten
Antworten b gilt, dass u(b,b) < u(b*,b).

Zur Bestimmung der symmetrischen Nash-Gleichgewichte:
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1. reine gegen reine Strategie: (T, T) ist kein Nash-Gleichgewicht, (7', F') und (F,T) sind
genau dann Nash-Gleichgewichte, wenn ¢ > 1, hier aber uninteressant, weil sie nicht
symmetrisch sind, und (F, F') ist ein Nash-Gleichgewicht genau dann, wenn ¢ < 1. F
ist also unser erster Kandidat fiir eine evolutionér stabile Strategie.

2. reine gegen gemischte Strategie: uninteressant, da ein solches Nash-Gleichgewicht nicht
symmetrisch wére.

3. gemischte gegen gemischte Strategie: sei o = (b*,0*) mit b* = {T — p,F— 1—p},
wobei 0 < p < 1. Es muss gelten, dass u(T,b*) = u(F,b*), dh. p- 1+ (1—p) 0=
p-1+4 (1 —p)-3(1 = c). Vereinfacht man diese Gleichung, so erhélt man zunéchst

%p =p+ % — %c — %p—i— %pc. Dies lasst sich zu 0 = % — %c—f— %pc vereinfachen. Lost man
diese Gleichung nach p auf, erhélt man p = %(%c — %) =1- % Wegen 0 < p < 1 muss

¢ > 1 sein. Damit ist a* fiir ¢ > 1 ein Nash-Gleichgewicht und somit unser zweiter
Kandidat fiir eine evolutionér stabile Strategie.

Untersuche nun die beiden oben ermittelten Kandidaten, ob sie die ,,Mutanten-Eigenschaft*
erfiillen. Betrachte also alle anderen besten Antworten auf b*.

1. Kandidat 1: b* = F fiir ¢ < 1. Falls ¢ < 1, ist F strikt dominant, d.h. es keine weiteren
besten Antworten auf F. Damit ist F' evolutioniir stabil. Falls ¢ = 1, ist auch jede
gemischte Strategie b={T + ¢, F — 1 —¢} mit 0 < ¢ <1 eine (abweichende) beste
Antwort auf b*. Da aber u(b,b) = %q2+1~(1—q)~q: %q2+q—q2 =q- %qz <q=
u(b*,b), ist F fir ¢ < 1 evolutionér stabil.

2. Kandidat 2: b* = {T —p,F—1—p}firc>1. Alleb e A{T,F}) mit b={T
¢, F—1—¢q}, 0<q <1, sind beste Antworten auf b*. Betrachte zuniichst nur reine
beste Antworten: mit b= T ist u(b*,b) = (1—1)- 2+ 1.1 > 1 = u(b,b), mit b = F ist
u(b*,b) = (1-1).0+1-1(1—c) > $(1—c) = u(b,b). Die Bedingung u(b, b) < u(b*,b)
ist wegen |{ T, F' }| = 2 auch fiir alle anderen b € A({T, F' }) erfiillt. Damit ist b* fiir
¢ > 1 evolutionér stabil.

Aus der Definition von evolutionér stabilen Strategien folgt, dass symmetrische Nash-Gleich-
gewichte (b*,b*), fiir die es keine andere beste Antwort gibt, evolutionir stabile Strategien
sein miissen. Nicht-strikte NGs miissen nicht unbedingt evolutionér stabile Strategien sein.

Beispiel 42. Betrachte das Spiel

1 2 3
1 v, 1,—-1 -1, 1
2 -1, 1 Y, v 1,-1
3 1,-1 -1, 1 ¥,

mit reellem Parameter 0 < v < 1. Das Profil (a,a) mit o = (%, %, %) ist ein gemischtes

Nash-Gleichgewicht. Die Auszahlung fiir beide Spieler betrégt 3. a ist aber keine evolutionér
stabile Strategie, denn ein Mutant konnte die reine Strategie o’ = (1,0,0) — oder eine
beliebige andere reine Strategie — spielen. Gegen a-Spieler erhielte er damit Auszahlung
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%, gegen andere Mutanten, die auch o’ spielen, aber Auszahlung v > % Das heifit, «; ist
keine evolutionér stabile Strategie. Beachte, dass o’ kein neues Nash-Gleichgewicht (o, o)
induziert.
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4 Algorithmen und Komplexitat

In diesem Kapitel werden Algorithmen zur Bestimmung von Nash-Gleichgewichten vorge-
stellt und auf ihre Komplexitét untersucht. Die zentralen Aussagen werden sein, dass in
Nullsummenspielen das Finden eines Nash-Gleichgewichts in gemischten Strategien nur po-
lynomielle Zeit benétigt, da man dieses Problem auf das Losen eines Linearen Programmes
zuriickfithren kann, dass fiir allgemeine Zwei-Personen-Matrixspiele das Finden eines ge-
mischten Nash-Gleichgewichts ein Problem ist, dessen Komplexitét noch unbekannt ist, und
dass das Finden eines gemischten Nash-Gleichgewichts mit einem bestimmten Wert (im Sin-
ne von Summe der Auszahlungen oder von Auszahlung fiir einen der Spieler) NP-vollstéindig
ist.

4.1 Nullsummenspiele

Nach dem Satz von Nash existieren Nash-Gleichgewichte in gemischten Strategien. Nach
dem Maximin-Satz ist jedes Nash-Gleichgewicht ein Paar von Maximinimierern. Da min-
destens ein Nash-Gleichgewicht existiert und damit alle Paare von Maximinimierern Nash-
Gleichgewichte sind und zu den gleichen Auszahlungen fithren, geniigt es, solche Paare zu
berechnen.

Laufe dazu {iiber alle gemischten Strategien o von Spieler 1 und bestimme jeweils eine fiir
Spieler 1 schlechteste Antwort 3, von Spieler 2. Bestimme dann einen Maximinimierer « so,
dass U; (o, B) maximal wird. Wegen des Support-Lemmas (Lemma 7) reicht es aus, anstelle
aller moglichen Strategien (3, nur die reinen Antworten von Spieler 2 zu betrachten.

4.1.1 Exkurs Lineare Programmierung/Lineare Optimierung

Der Ausdruck ,Lineare Programmierung® wurde in den 1930er Jahren geprégt — bevor
Computer programmiert wurden. Damals bedeutete ,,Programmierung® noch Planung (vgl.
auch Ausdruck ,,dynamische Programmierung“).

Worum es geht: Losung eines Systems linearer Ungleichungen iiber n reellwertigen Variablen
unter Beriicksichtigung einer linearen Zielfunktion, die man maximieren (oder minimieren)
mochte.

Beispiel 43 (Sortimentproblem). Es werden zwei Sortimente produziert, die beide ganz
verkauft werden koénnen.

Sortiment 1: 25 Minuten Schneiden, 60 Minuten Zusammenbau, 68 Minuten Nachbearbei-
tung. 30 Euro Gewinn pro Artikel.

Sortiment 2: 75 Minuten Schneiden, 60 Minuten Zusammenbau, 34 Minuten Nachbearbei-
tung. 40 Euro Gewinn pro Artikel.
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Pro Tag stehen zur Verfiigung: 450 Minuten zum Zuschneiden, 480 Minuten zum Zusam-
menbau, 476 Minuten fiir die Nachbearbeitung.

Wie viele Artikel der beiden Sortimente stellt man her, wenn man den Gewinn maximieren
will? Sei zur Beantwortung dieser Frage x die Anzahl der produzierten Artikel in Sortiment
1, y die Anzahl der produzierten Artikel in Sortiment 2.

Die oben genannten Einschriankungen und das Ziel der Gewinnmaximierung lassen sich wie
folgt formalisieren:

z=>0,y=>0 (4.1)
450 25z 1
2 <4 d < - T 6= 4.9
5z + 75y < 450 (oder dquiv. y < e - 6 Sx) (4.2)
60z 4+ 60y < 480 (oder &quiv. y < 8 — x) (4.3)
68x + 34y < 476 (oder dquiv. y < 14 — 2x) (4.4)
Maximiere z = 30z + 40y (4.5)

Die Ungleichungen (4.1)-(4.4) beschreiben zuléssige Losungen. Zeile (4.5) ist die Zielfunktion
(objective function). Die Ungleichungen (4.1)-(4.4) beschreiben eine konvere Menge in R2.
In der folgenden Abbildung sind die zulissigen Losungen genau die Punkte in der von
den drei Geraden und den Koordinatenachsen eingeschlossenen konvexen Menge. Auf den
gepunkteten Linien ist der Nutzen z konstant, von unten nach oben handelt es sich um die
Isolinien fl'ir z=0,50,100,...,300. Der Nutzen wird also in dem Schnittpunkt der Geraden
y=6— 3z und y =8 — =, d h in (z,y) = (3,5), maximiert, der maximale Nutzen betrigt
290.

|
—_
—
OF
o
VP -

4.5 .6 7\8\9 *
Definition 44 (Lineares Programm in Standardform). Ein Lineares Programm in Stan-

dardform besteht aus n reellwertigen Variablen x;, n Koeffizienten b;, m Konstanten c;,
m - n Koeffizienten a;;, m Ungleichungen der Form

n
¢ < E ;T
i=1
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sowie der (zu minimierenden) Zielfunktion

i=1

Will man die Zielfunktion nicht minimieren, sondern maximieren, so geniigt es, die Vor-
zeichen der Koeffizienten b; umzukehren. Anstelle von Ungleichungen kann man auch Glei-
chungen wéhlen, da

r+y<cgdw.x+y+z=cfiirein z > 0.
Ein solches z hei3t Slack-Variable.

Die Simplex-Methode ist das Standardverfahren, um lineare Programme zu l6sen, d.h.
um zuléssige Losungen zu finden, die die Zielfunktion minimieren bzw. maximieren. Diese
Methode hat im schlechtesten Fall exponentielle Laufzeit, ist aber in allen praktischen Fillen
Leutmiitig“. Daneben gibt es auch ein Polynomialzeit-Losungsverfahren, das jedoch in der
Praxis kaum zum Einsatz kommt.

4.1.2 Anwendung auf Nullsummenspiele

Seien Ay ={ay,...,an, } und Ag = {by,...,b, }.

Spieler 1 sucht eine gemischte Strategie «;. Bestimme fiir jedes o1 von Spieler 1 den Nutzen
bei der schlimmsten Antwort des Gegners, dann maximiere dariiber. Das entsprechende
lineare Programm ist

aj(a;)) >0 furalleie{1,...,m}
Zal(ai) =1
i=1

Ui(ag,b;) = Zal(ai) ~ui(a;, b)) >w  firalleje{l,...,n}
i=1

Maximiere w.

Die Losung dieses linearen Programms ist ein Maximinimierer fiir Spieler 1. Die Losung
eines analogen Programmes fithrt zu einem Maximinimierer fiir Spieler 2.

Da bei Nullsummenspielen, die ein Nash-Gleichgewicht besitzen, Maximinimierung und Mi-
nimaximierung das gleiche Ergebnis liefern, kann man auch das lineare Programm mit den
Ungleichungen

Ui(a;, ) <u firallei e {1,...,m}

aufstellen und v minimieren. Fiir as entsprechend.

4.2 Finden von Nash-Gleichgewichten bei allgemeinen
Zwei-Personen-Matrixspielen
Fiir allgemeine Spiele funktioniert die LP-Methode nicht. Benutze stattdessen Instanzen des

Linear Complementarity Problem (LCP), bei dem zu den linearen (Un-)Gleichungen
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ein weiterer Typ von Bedingungen hinzukommt: mit zwei Gruppen von Variablen X =
{z1,...,2 } wnd Y = {y1,...,yr } konnen fiir ¢ € {1,...,k} Bedingungen der Form
x; - y; = 0 (oder dquivalent xz; = 0V y; = 0) formuliert werden. Im Gegensatz zu linearen
Programmen gibt es keine Optimierungsbedingung.

Damit sind Nash-Gleichgewichte fiir beliebige Zwei-Personen-Matrixspiele beschreibbar. Sei
(o, B) ein Nash-Gleichgewicht mit Nutzenprofil (u,v) in dem Spiel ({ 1,2}, (A1, Az), (u1,us2))
mit A; ={aq,...,am } und Ay = {b1,...,b, }. Dann muss gelten:

u—"Ui(a;,8) >0 furalleie{l,...,m} (4.6)
v—Us(a,b;) >0 firaleje{l,...,n} (4.7)
afa;) (u—Ui(a;, 8)) =0 firalleie {1,...,m} (4.8)
B(b;) - (v—"Us(a,b;)) =0 firalleje{l,...,n} (4.9)
afa;)) >0 firalleie {1,...,m}, ala;) =1 (4.10)

i=1
B(b;) >0 firalleje{1,...,n}, > Bk =1 (4.11)

j=1

Beachte in den Gleichungen (4.8) und (4.9), dass etwa «(a;) - (u — Ui(a;, 8)) = 0 genau
dann, wenn «(a;) = 0 oder u — Uy (a;, ) = 0. Einer der beiden Faktoren muss aber immer
verschwinden, da

1. a(a;) = 0 gilt, falls a; nicht im Support der Gleichgewichtsstrategie liegt
2. u—Uy(a;, B) = 0 gilt, falls a; im Support der Gleichgewichtsstrategie liegt, weil dann
a; eine beste Antwort auf 3 ist (vgl. auch Bedingung (4.6)).

Die obige LCP-Formulierung kann mit zusétzlichen Variablen in LCP-Normalform umge-
formt werden.

Satz 8. Fin Strategieprofil («, 3) in gemischten Strategien mit Auszahlungsprofil (u,v) ist
ein Nash-Gleichgewicht gdw. es eine Lisung des LCPs (4.6)-(4.11) iber (a, 5) und (u,v)
15t.

Beweis. Dass jedes Nash-Gleichgewicht eine Losung des LCPs ist, ist wegen des Support-
Lemmas (Lemma 7) klar. Sei also («, 3, u, v) eine Losung des LCPs. Wegen der Bedingungen
(4.10) und (4.11) sind « und 3 gemischte Strategien. Wegen (4.6) ist « mindestens so grof} wie
die maximale Auszahlung iiber alle moglichen reinen Antworten, wegen (4.8) ist u genau das
Maximum der Auszahlungen. Wird die reine Strategie a; mit positiver Wahrscheinlichkeit
gespielt, dann hat die Auszahlung fiir Spieler ¢ als Reaktion auf die Strategie 5 wegen (4.8)
den Wert u. Mit der Linearitdt des erwarteten Nutzens folgt, dass « eine beste Antwort
auf § ist. Analog zeigt man, dass auch f eine beste Antwort auf o und somit (a, ) ein
Nash-Gleichgewicht mit Auszahlung (u,v) ist. O

4.2.1 Losungsalgorithmus fiir LCPs

Wie 16st man ein LCP? Eine Moglichkeit ist der folgende naive Algorithmus.
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1. Zahle alle (2" —1)- (2™ —1) moglichen Paare von Supportmengen auf. Fiir jedes solche
Paar (supp(a), supp(p)):

2. Konvertiere das LCP in ein lineares Programm. Dabei sind (4.6), (4.7), (4.10) und
(4.11) bereits lineare Ungleichungen, Bedingungen der Form a(a;) - (u— Uy (a;, 3)) =0
werden durch eine neue lineare Gleichung ersetzt, ndmlich

o u—Ui(a;, B) =0, falls a; € supp(a) und

e a(a;) =0, sonst,
entsprechend fiir Bedingungen der Form 3(b;) - (v — Ua(e, b;)) = 0. Da die Kriterien,
die optimiert werden sollen, bereits in den Constraints stehen, bendtigen wir eine
beliebige, von den Constraints unabhingige Optimierungsfunktion, etwa die konstante
Nullfunktion.

3. Wende einen Losungsalgorithmus fiir lineare Programme, zum Beispiel den Simplex-
Algorithmus, auf das transformierte Programm an.

Die Laufzeit des naiven Algorithmus betriigt O(p(n + m) - 2"T™), wobei p ein geeignetes
Polynom ist. In der Praxis besser geeignet ist der Lemke-Howson-Algorithmus. Die Frage,
ob LCPSOLVE in P liegt, ist offen, aber es liegt auf jeden Fall in NP, da man den naiven
Algorithmus auch als nichtdeterministischen Polynomialzeitalgorithmus betrachten kann,
bei dem im ersten Schritt ein Paar aus supp(«) und supp(f3) ,geraten®, im zweiten Schritt
wie oben vorgegangen und im dritten Schritt ein Polynomialzeitalgorithmus fiir die Losung
linearer Programme angewandt wird.

4.3 Komplexitit der Nash-Gleichgewichts-Bestimmung in
allgemeinen Zwei-Personen-Spielen

Definition 45 (Notationen der Aussagenlogik). Sei ¢ eine aussagenlogische Formel in kon-
junktiver Normalform (KNF). Wir schreiben V(¢) fiir die Menge der Variablen in ¢, L(p)
fiir die Menge der Literale iiber V (), d.h. L(p) = V(p) U{—v|v € V(y) }. Dabei unter-
scheiden wir fiir v € V() die Variable v von dem positiven Literal v. Ist £ € L(y), so ist £
das zu £ komplementire Literal, d.h. £ = —w, falls £ = v, und £ = v, falls £ = —w. v(¢) ist die
zum Literal ¢ € L(p) gehorende Variable, C(y) die Menge der Klauseln in ¢.

Sei © : V(¢) — {T,F} eine Variablenbelegung. Wir schreiben L(©) fiir die Menge der
Literale, die von © erfiillt werden, formal L(©) = {/¢ € L(p) |© = ¢ }.

Definition 46 (Induziertes Spiel). Sei ¢ eine KNF-Formel und n := |V (p)|. Das von ¢
induzierte Spiel G(p) ist das symmetrische Zwei-Personen-Spiel mit der Aktionenmenge
L) UV (p)UC(p)U{O} und der Nutzenfunktion u, die definiert ist durch

u e L(y) v eV(p) d e Clyp) O
1, fall [’
L e L(y) , falls £ € ) ) —2
=2, falls £ =0
2, falls v £ v(¢')
eV -2 -2 -2
! (%) 2 —n, falls v =v({)
2, falls ¢ ¢ ¢
eC ’ —2 —2 —2
¢ 2 2—mn, falls ¢/ € c
O 1 1 1 0
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Definition 47. Sei © eine Variablenbelegung zu ¢. Die von © induzierte Strategie a®

ist definiert durch ) ; ©)
o/ . ) 5, fallsael
a”(a) = { 0, sonst.

Satz 9 (Satz von Conitzer und Sandholm). Sei ¢ eine KNF-Formel. Dann hat G(p) genau
die folgenden Nash-Gleichgewichte:

1. das reine Profil (O0,0) mit Nutzenprofil (0,0) und
2. fir jede erfiillende Belegung © von ¢ das Profil (a®,a®) mit Nutzenprofil (1,1).

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass alle genannten Strategieprofile Nash-Gleichgewichte
sind. Das Profil ([0, O) ist offensichtlich ein Nash-Gleichgewicht, denn Abweichungen verrin-
gern den Nutzen von 0 auf —2. Sei also © eine erfiillende Belegung von ¢. Betrachte das Profil
(a®,a®) und speziell U(a, a®) fiir alle reinen Strategien a € L(¢) U V(p) U C(p) U {O}.
Wir unterscheiden fiinf Falle:

1. falls @ € L(©): Spieler 2 spielt immer ein Literal o/ € L(©). Da auch a € L(O),
kénnen a und o' nicht komplementér sein. Also erhélt Spieler 1 den Nutzen 1, d.h.
U(a,a®) = 1.

2. falls a € L(p) \ L(©): Spieler 2 spielt ein Literal o’ € L(©). Der Nutzen von Spieler
1 ist abhiingig davon, ob a’ komplementér zu a ist oder nicht, hat aber in jedem Fall
einen Wert kleiner oder gleich 1. Somit ist wegen der Linearitét des erwarteten Nutzens
auch U(a,a®) < 1.

3. falls a € V/(¢): Spieler 2 spielt mit Wahrscheinlichkeit 1 ein Literal a’ mit v(a’) = a,
was Spieler 1 den Nutzen 2 — n bringt, und mit Wahrscheinlichkeit 1 — % ein anderes
Literal, was Spieler 1 den Nutzen 2 bringt. Der erwartete Nutzen von Spieler 1 betréigt
somit U(a,0®)=22-n)+(1-1).2=2-14+2-2=1.

4. falls a € C(p): Wegen © E ¢ gilt auch © | a, d.h. L(©) Na # @. Mit einer
Wahrscheinlichkeit von hochstens 1 — % betrégt der Nutzen von Spieler 1 also 2, mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens % betrigt er 2 — n. Damit ist U(a,a®) <
20-H)+12-n)=1

5. falls a = O: In diesem Fall ist U(a,a®) = 1.

Insgesamt folgt, dass alle a € supp(a®) beste Antworten auf a® sind und daher (a
nach dem Support-Lemma ein Nash-Gleichgewicht ist.

@,Oz

°)
Wir miissen nun noch beweisen, dass es in G(¢) keine weiteren Nash-Gleichgewichte gibt.
Sei dazu (aq,as) ein Nash-Gleichgewicht in G(¢). Wir wollen zunéchst ausschliefen, dass
eine der beiden Strategien ay, as die reine Strategie [J ist. Ist a; = as = [, so liegt zwar ein
Nash-Gleichgewicht vor, jedoch kein neues, sondern eines der Gleichgewichte, die im Satz
von Conitzer und Sandholm erwihnt werden. Ist ap = O, so ist a; = O die einzige beste
Antwort auf ap. Also existiert kein Nash-Gleichgewicht (a, ) oder (0, o) mit o # O

Betrachte nun nur noch Fille mit o () < 1 und a2 () < 1. Sei (81, 82) das Strategieprofil,
das sich aus (a1,a) in den Situationen ergibt, in denen kein Spieler [ spielt, d.h. wo

fir i € {1,2} gilt, dass 8;(0) = 0 und B;(a) = wi(a) - #AD) fiir alle @ # O. Es gilt
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U(pB1,B2) > 1, denn sonst wiire

Ulen, B2) = (D) -1+ (1 —aa(0)) - U(Br, B2)

< @) - 1+4(1-ay(@d)-1=1=U0U(0,F2) sowie
U(a,0) = (@) 0+ (1 —aq(O)) - (-2)

< 0=U(0,0),

ein Widerspruch, da «; dann keine beste Antwort auf as, eine Mischung aus B2 und [J, sein
konnte.

Wegen der Symmetrie von G(p) gilt ebenso U(f2, /1) > 1. Durch Addition der beiden
Ungleichungen erhalten wir
U(By, B2) + U(B2, B1) = 2. (4.12)

An der Nutzenmatrix liasst sich leicht ablesen, dass kein Ausgang eine Nutzensumme echt
grofer als 2 hat. Also haben alle moglichen Ausgénge unter (31, 32) eine Nutzensumme von
genau 2 und sind daher von der Art (¢,£'), wobei ¢, € L(p) und £ # ¢'. Insbesondere spielt
Spieler i keine Variablen oder Klauseln, d.h. supp(8;) C L(¢) und supp(a;) C L(p)Uu{O}
fir i € {1,2}.

Angenommen, [J € supp(e;). Dann kann sich der andere Spieler verbessern, indem er immer
O spielt, denn erstens ist [J eine mindestens so gute Antwort auf alle Aktionen aus L(p) U
{0} wie die Aktionen aus L(y¢) und zweitens ist [ eine echt bessere Antwort auf O als die
Aktionen aus L(y). Dies steht im Widerspruch zu unserer Voraussetzung, dass (aq, as) ein
Nash-Gleichgewicht ist. Also ist O ¢ supp(«;) und damit o; = 3; fiir alle i € {1,2}.

Wegen Ungleichung (4.12) ist somit U(ay, az) + U(az,aq) > 2. Daraus folgt, dass

U(ay,a) =U(ag,1) = 1 und damit (4.13)
u(ay,az) =u(az,a;) = 1 fiir alle a; € supp(a;). (4.14)

Im néichsten Schritt ist zu zeigen, dass a;(¢) +a;(£) = L fiir alle £ € L(p). Angenommen, es
gibt eine Variable v € V() so, dass Spieler ¢ mit Wahrscheinlichkeit p < % ein zu v gehoriges
Literal spielt. Dann kénnte der Gegner durch Spielen von v seinen Nutzen erhthen, denn

1
Uw,ap) = p-(2fn)+(lfp)-2:2pfpn+272p:2fpn>27ﬁ~n:1,

wegen Gleichung (4.13) im Widerspruch dazu, dass (a1, as) ein Nash-Gleichgewicht ist.
Also gibt es keine Variable v € V' (), deren Literale zusammen mit einer Wahrscheinlichkeit
von weniger als 1 gespielt werden, d.h. a;(€) + o;(€) > 2. Wegen n = |V (y)| folgt durch
Aufsummieren iiber alle Variablen, dass

ai(0) + ai(D) = % (4.15)

fiir alle £ € L(p) und i € {1,2}.

Als néichstes wollen wir zeigen, dass supp(a;) einer Variablenbelegung fiir ¢ entspricht, d.h.
dass {(,0} & supp(a;) fiir alle £ € L(p). Nach Gleichung (4.15) spielt jeder Spieler min-
destens ein Element aus { ¢, ¢} fiir alle £ € L(p). Nach Gleichung (4.14) kann es nicht sein,
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dass ein Spieler mit positiver Wahrscheinlichkeit £ und der andere mit positiver Wahrschein-
lichkeit ¢ spielt, da in diesem Fall der Nutzen beider Spieler —2 wire. Somit konnen beide
Spieler nur entweder ¢ oder ¢ spielen, genauer:

a1(f) = ax(l) = % und oy (f) = aa(f) =0

oder

ar(l) =az(0) =0 und a1(f) = az(f) = %

Zum Abschluss des Beweises bleibt noch zu zeigen, dass supp (1) einer erfiillenden Belegung
entspricht. Angenommen, O ist eine nicht-erfiillende Variablenbelegung fiir . Sei etwa oy =
az = a®. Da O [£ ¢, gibt es eine Klausel ¢ € C(¢) mit ¢N L(O) = @. Fiir dieses ¢ gilt aber
U(c,a1) =2 > 1 =U(ag, 1), im Widerspruch dazu, dass (a1, az) ein Nash-Gleichgewicht
ist.

Insgesamt haben wir nun bewiesen, dass (o, az) = (,0) oder (a1, az) = (a®,a®) fiir eine
p erfiillende Variablenbelegung © sein muss. O

Korollar 10. Zu entscheiden, ob ein Nash-Gleichgewicht existiert, bei dem Spieler 1 eine
Auszahlung von mindestens k erhdlt, ist NP-schwer. Dies gilt sogar im Fall von symmetri-
schen Zwei-Personen-Spielen.

Korollar 11. Zu entscheiden, ob es ein Nash-Gleichgewicht mit Pareto-optimalem Auszah-
lungsprofil gibt, ist NP-schwer. Dies gilt sogar im Fall von symmetrischen Zwei-Personen-
Spielen. (Ein Nash-Gleichgewicht hat ein Pareto-optimales Auszahlungsprofil (vyi,...,v,),
wenn es kein anderes Strategieprofil gibt, fiir dessen Auszahlungsprofil (vy,...,v)) gilt, dass

rYn
v >w; firallei=1,...,n und dass es ein i =1,...,n mit v, > v; gibt.)

Korollar 12. Es ist NP-schwer zu entscheiden, ob es ein Nash-Gleichgewicht gibt, in dem
ein Spieler eine bestimmte Aktion manchmal (bzw. nie) spielt. Dies gilt sogar im Fall von
symmetrischen Zwei-Personen-Spielen.

Korollar 13. Es ist NP-schwer zu entscheiden, ob ein Spiel mindestens zwei Nash-Gleich-
gewichte besitzt.
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5 Extensive Spiele mit perfekter
Information

In Spielen hat man oft mehrere Ziige hintereinander, was mit strategischen Spielen ohne
weiteres nicht modelliert werden kann. Das Spiel kann dann aber durch einen Spielbaum
beschrieben werden. Strategien sind nun nicht mehr einzelne Aktionen oder Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf Aktionen, sondern Vorschriften, die fiir jeden Entscheidungspunkt im
Spielbaum festlegen, welche Aktion dort gewahlt wird.

Die extensive Form eines Spiels kann man in eine strategische Form iibersetzen, in welcher
man anschlielend die Nash-Gleichgewichte bestimmen kann.

5.1 Formalisierung von extensiven Spielen

Definition 48 (Extensives Spiel mit perfekter Information). Ein extensives Spiel mit
perfekter Information, d.h. ein Spiel, in dem alle Spieler zu allen Zeitpunkten alle Infor-
mationen besitzen, die sie benotigen, um ihre Entscheidung zu treffen, hat folgende Kom-
ponenten:

e Eine endliche nicht-leere Menge N von Spielern.
e Eine Menge H (Historien) von Sequenzen mit folgenden Eigenschaften:
— Die leere Sequenz () gehort zu H
— Falls (a',...,a*) € H (wobei k = oo sein kann) und [ < k, dann ist auch
{a',...,a"y e H
— Falls fiir eine unendliche Sequenz (a?)2, gilt, dass (a’)¥_, € H fiir alle k € N,
dann auch (a’)°; € H.
Alle unendlichen Historien und alle Historien (a’)¥_; € H, fiir die es kein a**! gibt,
so dass (a’)*T] € H, heifien terminale Historien. Die Menge der terminalen Historien
wird mit Z bezeichnet. Elemente einer Historie heiflen Aktionen.
e Eine Spielerfunktion P : H\ Z — N, die bestimmt, welcher Spieler nach einer Historie
als néchster am Zug ist.
e Fiir jeden Spieler i € N eine Auszahlungsfunktion u; : Z — R auf der Menge der
terminalen Historien.

Das Spiel heifit endlich, wenn H endlich ist. Es hat einen endlichen Horizont, falls die
Lénge der Historien nach oben beschrénkt ist.

Beispiel 49 (Verteilungsspiel). Zwei gleiche Objekte sollen auf zwei Spieler verteilt werden.
Spieler 1 schligt die Aufteilung vor, Spieler 2 akzeptiert den Vorschlag oder lehnt ihn ab.
Wenn Spieler 2 akzeptiert, werden die Objekte so aufgeteilt, wie von Spieler 1 vorgeschlagen,
ansonsten erhilt keiner der Spieler etwas. Darstellung als Spielbaum:
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2,00 (0,00 (1) (0,00  (0,2)  (0,0)

Formal ist hier N = {1’2}’ H = {<>’<(270)>7<(171)>’<( :2)),((2,0),4 7<(270)7n>""}7
P(())=1, P(h)=2fiir alle h € H\ Z mit h # () und u1({(2,0),5)) = 2, u2({(2,0),4)) =0

)

Notation 50. Sei h = (a',...,a") eine Historie und a eine Aktion. Dann ist (h,a) die
Historie (a',...,a* a). Falls B’ = (b',... b!), dann ist (h,h’) := (a,...,a" bt ... b"). Die
Menge der Aktionen, aus denen der Spieler P(h) nach einer Historie h € H \ Z auswéhlen
kann, notieren wir als

A(h)={a|(h,a) € H}.

5.2 Strategien in extensiven Spielen

Definition 51 (Strategie in extensiven Spielen mit perfekter Information). Eine Strategie
eines Spielers ¢ in einem extensiven Spiel mit perfekter Information T' = (N, H, P, (u;)) ist
eine Funktion s;, die jeder Historie h € H \ Z mit P(h) = ¢ eine Aktion aus A(h) zuweist.

Notation 52 (fiir endliche Spiele). Eine Strategie fiir einen Spieler wird notiert als Folge
von Aktionen an Entscheidungspunkten, die in Breitensuche-Reihenfolge besucht werden.

Beispiel 53. Strategienotation in einem endlichen Spiel:

Die Strategien fiir Spieler 1 sind AE, AF, BE und BF, die Strategien fiir Spieler 2 sind C
und D.

Man notiert auf jeden Fall fiir jeden einzelnen Knoten die Entscheidung, also auch fiir
Kombinationen, die nie entstehen kénnen. Man betrachtet diese Teilstrategien mit, da der
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5 Extensive Spiele mit perfekter Information
andere Spieler die Strategie auch dndern kénnte. Man kann eine Strategie als Programm
auffassen, das definiert, was an jedem Punkt zu tun ist.

Definition 54 (Ergebnis). Das Ergebnis O(s) fiir ein Strategieprofil s = (s;);en ist die,
moglicherweise unendliche, terminale Historie h = (a®)*_, (mit k € NU {00 }), fiir die gilt,
dass fiir alle ] € Nmit 0 <[ < k:

5.3 Nash-Gleichgewichte in extensiven Spielen

Definition 55 (Nash-Gleichgewicht in extensiven Spielen mit perfekter Information). Ein
Nash-Gleichgewicht in einem extensiven Spiel mit perfekter Information (N, H, P, (u;))
ist ein Strategieprofil s*, so dass fiir jeden Spieler ¢+ € N und fiir alle Strategien s; gilt, dass

ui(O(sZ,57)) = ui(O(sZ4, )
Aquivalent kann man die strategische Form von extensiven Spielen definieren.

Beispiel 56. Betrachte das durch den folgenden Spielbaum beschriebene extensive Spiel
mit perfekter Information.

(0,0) (2,1)

Spieler 1 hat die Strategien A und B, Spieler 2 die Strategien L und R zur Auswahl. Die
strategische Form dieses Spieles ist

Spieler 2
L R

Al o0 | 21

Spieler 1
B | 1,2 1,2

) 7

Die Nash-Gleichgewichte der strategischen Form sind (B, L) und (A, R). Das Nash-Gleich-
gewicht (B, L) ist jedoch unrealistisch: Spieler 1 spielt hier B, weil dies optimal ist, unter
der Bedingung, dass Spieler 2 L spielt. Tatséchlich wiirde Spieler 2 jedoch in der Situation,
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5 Extensive Spiele mit perfekter Information

in der er zwischen L und R entscheiden muss, niemals L spielen, da er sich dadurch selbst
schlechter stellen wiirde. Man bezeichnet L daher als ,leere” oder ,,unplausible Drohung®.

Ebenso tritt das Phédnomen der ,leeren Drohungen“ beim Aufteilungsspiel auf: die Nash-
Gleichgewichte der strategischen Form sind ((2,0), j57), ((2,0), jjn), ((2,0), jnj), ((2,0), jnn),
((1,1),n44), ((1,1),n4n), ((0,2),nnj), ((2,0),nnj) und ((2,0), nnn). Bis auf ((2,0), jj;j) und
((1,1),njj) enthalten alle Nash-Gleichgewichte ,leere Drohungen.

5.4 Teilspielperfekte Gleichgewichte

Idee: um Gleichgewichte mit leeren Drohungen auszuschlieen, fordert man, dass die Stra-
tegien nicht nur in der strategischen Form des gesamten Spieles, sondern auch in der jedes
Teilspiels im Gleichgewicht sind.

Definition 57 (Teilspiel). Ein Teilspiel eines extensiven Spiels mit perfekter Information
I'= (N, H, P, (u;)), das nach der Historie h beginnt, ist das Spiel I'(h) = (N, H|p, P|p, (u;|n)),
wobei H|p, = {h'|(h,h') € H}, P|p(h') = P(h,}) fiir alle b’ € H|j, und u;|p(h") = u;(h, h')
fiir alle ' € H|p,.

Fiir eine Strategie s; und Historie h des Spiels I sei s;|;, die durch s; induzierte Strategie fiir
I'(h), genauer s;|p(h') = s;(h,h’) fiir alle b’ € H|. Oy, ist die Ergebnisfunktion fiir T'(h).

Definition 58 (Teilspielperfektes Gleichgewicht). Ein teilspielperfektes Gleichgewicht
(TPG) in einem extensiven Spiel mit perfekter Information I' = (N, H, P, (u;)) ist ein
Strategieprofil s*, so dass fiir jeden Spieler ¢ und fiir jede nicht-terminale Historie h € H\ Z
mit P(h) =i gilt:
iln (On(sZilny 571n)) = wiln(On(sZ4ln, 5:))
fiir jede Strategie s; des Spielers ¢ im Teilspiel I'(h).

Beispiel 59. Betrachte das extensive Spiel aus Beispiel 56. Die strategische Form dieses
Spieles besitzt zwei Nash-Gleichgewichte, ndmlich (A, R) und (B, L). Betrachte zunéchst
(A, R): in der Historie h = A ist die auf das Teilspiel eingeschrénkte Strategiekombination
teilspielperfekt, da Spieler 2 dann R wihlt. In der Historie h = () erhilt Spieler 1 den Nutzen
1 bei Wahl von B und den Nutzen 2 bei Wahl von A; also ist (A, R) ein teilspielperfektes
Gleichgewicht.

Betrachte nun (B, L): dieses Strategieprofil ist nicht teilspielperfekt, da L in der Historie
h = (A) nicht den Nutzen von Spieler 2 maximiert.

Beispiel 60. Betrachte das Verteilungsspiel aus Beispiel 49. Es gibt drei echte Teilspiele,
in denen jeweils Spieler 2 am Zug ist. Nach der Historie (2,0) sind sowohl j als auch n
teilspielperfekt, nach (1,1) und (0, 2) jeweils nur j. Fiir das gesamte Spiel kommen also nur
Strategieprofile in Frage, bei denen Spieler 2 eine der Strategien jjj oder njj spielt. Davon
sind ((2,0),577) und ((1,1),nj7j) teilspielperfekte Gleichgewichte, ((2,0),nj5), ((1,1),754),
((0,2),n44) und ((0,2),544) nicht.

Lemma 14 (Ein-Schritt-Abweichung). Sei I' = (N, H, P, (u;)) ein extensives Spiel mit
perfekter Information und endlichem Horizont. Das Strategieprofil s* ist ein teilspielperfektes
Gleichgewicht von T' gdw. fiir jeden Spieler i € N und jede Historie h € H mit P(h) =1
gilt:

il (On(s%lns 5i1n)) 2 wiln(On(sZiln, 5i))
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fiir jede Strategie s; des Spielers i im Teilspiel T'(h), die sich von sf|p nur in der Aktion
unterscheidet, die direkt nach der initialen Historie von T'(h) vorgeschrieben wird.

Beweis. Falls s* ein teilspielperfektes Gleichgewicht ist, gilt die Eigenschaft natiirlich. An-
genommen, s* ist kein teilspielperfektes Gleichgewicht. Dann existieren eine Historie A und
ein Spieler i so, dass es eine profitable Abweichung s; in I'(h) gibt. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann angenommen werden, dass die Anzahl der Historien A’ mit der Eigen-
schaft, dass s;(h') # sf|n(h') ist, hochstens so groB wie die Linge der lingsten Historie in
I'(h) ist. Diese Annahme ist erlaubt, da es zu jeder profitablen Abweichung s; von s} eines
Spielers 4 eine profitable Abweichung §; dieses Spielers gibt, bei der alle Historien A’ mit
Si(R') # sf|n(h') auf einem Pfad des Spielbaumes liegen. Betrachte dazu etwa die folgende
Visualisierung, wobei sf|p, = AGILN und s}|;, = CF":

Angenommen, s; = BHKMO ist eine profitable Abweichung von Spieler 1. Dann ist auch
$1 = BGILO eine profitable Abweichung. s7 unterscheidet sich aber nur an zwei Historien
von s}|p, wihrend die lingste Historie in T'(h) die Linge drei hat.

Wegen des endlichen Horizonts von T" ist diese Anzahl der Historien A’ mit der Eigenschaft,
dass s;(h') # sf|n(h') ist, endlich. Wihle also eine profitable Abweichung s; in I'(h) so,
dass die Anzahl der Historien A’ mit s;(h’) # sf|;(h') minimal ist. Sei dann h* die ldngste
Historie in T'(h) mit s;(h') # sF|n(h’). Dann ist die initiale Historie in T'(h, h*) die einzige,
an der sich s;p~ von 55|, ) unterscheidet. AuBerdem ist s;|;~ eine profitable Abweichung
in I'(h, h*), da wir gefordert haben, dass h* die ldngste Historie in I'(h) mit s;(h") # sf|n(h')
ist, d.h. T'(h, h*) ist das gesuchte Teilspiel. O

Beispiel 61. Betrachte das folgende extensive Spiel mit perfekter Information I':
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Will man zeigen, dass das Profil (AHI, CE) ein teilspielperfektes Gleichgewicht ist, so geniigt
es, fiir Spieler 1 die abweichenden Strategien G im Teilspiel T'({A,C)), K im Teilspiel
I'((B,F)) und BHI in T sowie fiir Spieler 2 die abweichenden Strategien D im Teilspiel
I'((A)) und F im Teilspiel I'({B)) zu betrachten. Insbesondere ist es z. B. nicht notwendig,
die abweichende Strategie BGK von Spieler 1 in I' auf Profitabilitdt zu untersuchen.

Bemerkung 62. Die entsprechende Aussage fiir Spiele ohne endlichen Horizont gilt nicht.
Betrachte etwa das folgende Ein-Spieler-Spiel:

A A A A A 4 ...
0O

) ) O (O o __ -1

D D D D D D

0 0 0 0 0 0
Die Strategie s; mit s;(h) = D fiir alle h € H \ Z ist kein teilspielperfektes Gleichgewicht,
da sie von der Strategie s} mit sf(h) = A fiir alle h € H \ Z dominiert wird, erfiillt jedoch
die Ein-Schritt-Abweichungs-Eigenschaft, denn fiir jedes Teilspiel gilt, dass der Spieler keine
bessere Auszahlung erhalten kann, wenn er nur den ersten Schritt fndert.

Definition 63. Sei I' = (N, H, P, (u;)) ein extensives Spiel mit perfekter Information und
endlichem Horizont. Dann bezeichnet ¢(T") die Lénge der lingsten Historie von I', d.h. ¢(T) =
max{ |h||h € H }.

Satz 15 (Satz von Kuhn). Jedes endliche extensive Spiel mit perfekter Information hat ein
teilspielperfektes Gleichgewicht.

Beweis. Sei I' = (N, H, P, (u;)) ein endliches extensives Spiel mit perfekter Information.
Konstruiere ein teilspielperfektes Gleichgewicht durch Induktion iiber die Linge ¢(T'(h))
fiir alle Teilspiele I'(h). Konstruiere parallel dazu Funktionen ¢; : H — R fiir alle Spieler
i € N so, dass t;(h) die Auszahlung fiir Spieler ¢ in einem teilspielperfekten Gleichgewicht
im Teilspiel I'(h) angibt.

Falls ¢(T'(h)) = 0, dann ist t;(h) = w;(h) fiir alle ¢ € N. Sei t;(h) fiir alle h € H mit
£(T'(h)) < k bereits definiert. Betrachte nun h* € H mit ¢(T'(h*)) = k + 1 und P(h*) = i.
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Q

h*

ay ag as

Fiir alle a € A(h) ist £(I'(h*, a)) < k. Setze s;(h*) := argmax,¢ 45+ ti(h*, a) und ¢;(h*) :=
tj(h*,s;(h*)) fir alle j € N. Induktiv erhalten wir dabei ein Strategieprofil s, das die
Ein-Schritt-Abweichungs-Eigenschaft erfiillt. Mit dem vorigen Lemma 14 folgt, dass das
Strategieprofil s ein teilspielperfektes Gleichgewicht ist. O

Beispiel 64. Betrachte den Spielbaum

(1,5) (2,3) (2,4) (1,8)

Hier sind so((4)) = C, t;({A)) = 1, t2((A))

=5, 5((B)) = F, t1((B)) = 1, t2((B)) = 8
sowie etwa s1(()) = 4, t1({)) = 1 und t2(()) = 5.

Bemerkung 65. Die entsprechende Aussage gilt nicht fiir unendliche Spiele.

1. Das folgende Ein-Personen-Spiel besitzt einen endlichen Horizont, aber einen unendli-
chen Verzweigungsgrad, ndmlich unendlich viele Aktionen a € A = [0,1) mit Auszah-
lungen wu;({a)) = a fiir alle a € A. Es besitzt kein teilspielperfektes Gleichgewicht.

Intervall [0, 1)

2. Auch bei unendlichem Horizont, aber endlichem Verzweigungsgrad muss kein teilspiel-
perfektes Gleichgewicht existieren, wie das folgende Beispiel zeigt, wobei u (AAA...) =
Ound u1(AA...AD)=n+1.

—_—

n
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A A A A A AL
). )

1 2 3 4 5 6
Beachte auflerdem, dass der Satz von Kuhn nichts iiber die Eindeutigkeit teilspielperfekter
Gleichgewichte aussagt. Falls keine zwei Historien von einem Spieler gleich bewertet werden,
dann ist das TPG jedoch eindeutig.

5.5 Zwei Erweiterungen

5.5.1 Zufall

Definition 66 (Extensives Spiel mit perfekter Information und Zufallsziigen). Ein extensi-
ves Spiel mit perfekter Information und Zufallsziigen ist ein Tupel I' = (N, H, P, f., (u;)),
wobei NV, H und u; wie bei extensiven Spielen definiert sind, die Spielerfunktion P : H\ Z —

N U{c} auch den Wert c fiir einen Zufallsknoten annehmen kann, und fiir jedes h € H \ Z
mit P(h) = ¢ die Funktion f.(-|h) ein Wahrscheinlichkeitsmafl {iber A(h) ist, wobei die
Wahrscheinlichkeitsmafle f.(-|h) fiir alle h € H unabhéngig voneinander sind.

Strategien in extensiven Spielen mit perfekter Information und Zufallsziigen sind wie zuvor
definiert. Der Ausgang eines Spieles bei gegebenem Strategieprofil ist ein Wahrscheinlich-
keitsmaf} iiber der Menge der terminalen Historien und U; ist die erwartete Auszahlung fiir
Spieler 3.

Bemerkung 67. Die Ein-Schritt-Abweichungs-Eigenschaft und der Satz von Kuhn gelten
weiterhin. Beim Beweis des Satzes von Kuhn muss man nun mit dem erwarteten Nutzen
arbeiten.

5.5.2 Simultane Ziige

Definition 68 (Simultane Ziige). Ein extensives Spiel mit perfekter Information und
simultanen Ziigen ist ein Tupel (N, H, P, (u;)), wobei N, H und (u;) wie zuvor definiert
sind und P : H — Pot(N) jeder nichtterminalen Historie eine Menge von Spielern zuordnet.
Fiir alle h € H \ Z existiert eine Familie (A;(h));cp(n) so, dass

A(h) ={al(ha)e H}y = [] Aih).

i€P(h)

Die beabsichtigte Interpretation simultaner Ziige ist, dass alle Spieler aus P(h) gleichzeitig
ziehen. Strategien sind dann Funktionen s; : h — a; mit a; € A;(h), Historien sind Sequenzen
von Vektoren von Aktionen. In der Definition teilspielperfekter Gleichgewichte muss die
Bedingung P(h) = ¢ durch ¢ € P(h) ersetzt werden.

Bemerkung 69. Der Satz von Kuhn gilt nicht mehr, da zum Beispiel das Matching-Pennies-
Spiel auch ein extensives Spiel mit perfekter Information und mit simultanen Ziigen ist.
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Beispiel 70 (Kuchenverteilspiel). Das Kuchenverteilspiel fiir 3 Spieler funktioniert wie folgt:
zunéchst schlégt Spieler 1 vor, wie der Kuchen unter den Spielern aufgeteilt werden soll. Dazu
ordnet er jedem Spieler ¢ € {1,2,3} einen Anteil z; € [0,1] zu.

Danach entscheiden sich die anderen Spieler gleichzeitig und unabhéngig voneinander, ob sie
mit dieser Aufteilung einverstanden sind. Sie kénnen die Aufteilung entweder akzeptieren
(J) oder ablehnen (N).

Wenn alle anderen Spieler die Aufteilung akzeptieren, erhilt jeder Spieler ¢ € {1,2,3} den
ihm zugewiesenen Anteil des Kuchens (Nutzen x;). Anderenfalls diskutieren die Spieler, bis
der Kuchen vergammelt (Nutzen 0).

Formal ergibt sich das folgende extensive Spiel mit perfekter Information und simulta-
nen Ziigen: I' = (N, H, P, (u;)), wobei N = {1,2,3}, H = {()}U{{(z)|z € X} U
{{z,y)|z € X,y € {/,N} x {J,N}} mit X = {(x1,20,73) € R?| Z?lei =1} Au-
Berdem ist P(()) = {1} und P({x)) = {2,3} fiir alle x € X sowie u;({z,y)) = 0, falls
y€{(J,N),(N,J),(N,N) } und u;({x,y)) = x;, falls y = (J, J).

Die teilspielperfekten Gleichgewichte in I' lassen sich wie folgt bestimmen: wir betrachten
zunéchst die Teilspiele, die sich ergeben, nachdem Spieler 1 eine Aufteilung = = (x1, 2, x3)
gewahlt hat. X ist die Menge aller legalen Aufteilungen.

In allen solchen Teilspielen gibt es mindestens zwei Nash-Gleichgewichte, némlich (J, J)
(beide Spieler akzeptieren die Aufteilung) und (N, N) (keiner der beiden Spieler akzeptiert
die Aufteilung). Zusétzlich gibt es in den Teilspielen mit x5 = 0 das Gleichgewicht (N, J)
(nur Spieler 3 akzeptiert die Aufteilung) und in den Teilspielen mit z3 = 0 das Gleichgewicht
(J,N) (nur Spieler 2 akzeptiert die Aufteilung).

Seien nun ss und s3 beliebige Strategien fiir die Spieler 2 bzw. 3, so dass fiir alle Aufteilungen
x € X das Profil (s2({x)), s3({x))) eines der oben beschriebenen Nash-Gleichgewichte ist.

Sei ferner X; = {z € X |s2((x)) = s3({z)) = J } die Menge der akzeptierten Aufteilungen
unter s, und s3. Dann unterscheiden wir drei Félle:

1. X7 =@ oder z1 = 0 fiir alle x € X ;. Dann ist (s1, s2, s3) fiir beliebig gewéhltes s; ein
teilspielperfektes Gleichgewicht.

2. X; # @ und es gibt Verteilungen z,.x = (21, 292,23) € X, die £1 > 0 maximieren.
Dann ist (s1, s2, s3) genau dann ein teilspielperfektes Gleichgewicht, wenn s1(()) eine
solche Verteilung xmax ist.

3. X; # & und es gibt keine Verteilungen (z1,x2,23) € X7, die 1 maximieren. Dann
gibt es kein teilspielperfektes Gleichgewicht, bei dem Spieler 2 der Strategie s und
Spieler 3 der Strategie sg folgt.
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Beim Mechanismusdesign handelt es sich um einen Teilbereich der Spieltheorie, bei dem es
um die Synthese von Spielen geht. Ziel ist es, eine soziale Entscheidung als Losung eines
Spiels zu implementieren, also Spiele so zu definieren, dass deren Losungen (Gleichgewichte)
gerade die gewiinschten Ausgéinge sind.

Beispiele fiir soziale Entscheidungen sind Wahlen, das Aufstellen einer Berufungsliste, Auk-
tionen und Festlegungen von Policies.

Nicht immer werden die Préferenzen der beteiligten Personen ehrlich angegeben. Mechanis-
musdesign implementiert die Bestimmung der sozialen Entscheidungen in einer strategischen
Umgebung, in der die Préferenzen der Teilnehmer nicht 6ffentlich sind.

6.1 Soziale Entscheidungen

Wenn wir iiber soziale Entscheidungen sprechen, verwenden wir héufig Begriffe aus dem
Kontext von Wahlen (Kandidaten, Wéhler, ... ), miissen dabei aber beachten, dass es neben
Wahlen auch andere soziale Entscheidungen gibt.

Definition 71 (Soziale Wohlfahrtsfunktion und soziale Entscheidungsfunktion). Sei A eine
Menge von Alternativen (Kandidaten) und L die Menge der linearen Ordnungen iiber A.
Bei n Wahlern bezeichnet F': L™ — L eine soziale Wohlfahrtsfunktion und f: L™ — A
eine soziale Entscheidungsfunktion.

Notation 72. Eine lineare Ordnung < € L wird als Préferenzrelation bezeichnet. Fiir
Wihler i = 1,...,n ist <; die Priferenzrelation dieses Wihlers, d. h. a <; b bedeutet, dass
Wahler 7 den Kandidaten b gegeniiber Kandidaten a bevorzugt.

Beispiel 73 (Mehrheitsentscheidung). Die Mehrheitsentscheidung funktioniert gut, wenn
man nur zwischen zwei Alternativen auszuwéihlen hat. Der Mechanismus funktioniert jedoch
nicht, falls |A] > 3 ist (Condorcet-Paradoxon, 1785). Seien etwa die Préferenzen der drei
Whéhler 1, 2 und 3 beziiglich der drei Kandidaten a, b und ¢ wie folgt:

a<1b=<1c
b=<sc=<sa
c<3a=<3b

Dann bevorzugt eine relative Mehrheit der Wihler (ndmlich Wahler 1 und 3) Kandidaten
b gebeniiber a, eine relative Mehrheit (ndmlich Wihler 1 und 2) Kandidaten ¢ gegeniiber
b und eine relative Mehrheit (ndmlich Wihler 2 und 3) Kandidaten a gegeniiber ¢. Wiirde
man daraus ableiten, dass auch a < b, b < ¢ und ¢ < a gelten miisste, so wiirde mit
der Transitivitdt von < auch a < a folgen, was nicht mdglich ist, eine solche Definition

39



6 Mechanismusdesign

wiire also inkonsistent. Ganz gleich, welcher der drei Kandidaten schlielich gewihlt wird,
es gibt immer eine Mehrheit der Wahler, die einen gemeinsamen anderen Kandidaten dem
gewahlten vorziehen wiirde.

Neben der Mehrheitsentscheidung gibt es noch eine Reihe von alternativen Methoden. Dazu
zéhlt das Borda-Wahlverfahren, bei dem jeder der m Kandidaten vom i-ten Wahler m —j
Punkte erhélt, wenn er ihn auf Platz j gew#hlt hat, wenn also der Kandidat in <; an j-ter
Stelle steht, und wo schliellich fiir jeden Kandidaten die Punkte, die er von den W#hlern
erhalten hat, addiert werden. Daneben gibt es das Pluralitédtsverfahren, bei dem der
Kandidat gewinnt, der bei den meisten Wéhlern auf dem ersten Platz liegt.

Generelle Fragen, die sich nun stellen, sind die Frage, ob es ein ,,verniinftiges“ Wahlverfahren
gibt und wie resistent einzelne Verfahren gegen Manipulierbarkeit sind.

6.2 Arrows Unmdoglichkeitsresultat

Arrow postuliert die folgenden Eigenschaften fiir soziale Wohlfahrtsfunktionen:

1) Totale Einstimmigkeit: Fiir alle < € L gilt F(<,...,<) = <.

1’) Partielle Einstimmigkeit: Fiir alle <1, <3,...,<,,< € L mit F(<1,...,<,) = <
folgt aus a <; b fir alle i = 1,...,n, dass auch a < b gilt.

2) Nicht-diktatorische Entscheidung: Ein Wihler i heifit Diktator fiir eine soziale
Wohlfahrtsfunktion F', falls fiir alle Ordnungen <, ..., <, € L gilt, dass F'(<1,..., <,
...y =n) = =<;. F heifit nicht-diktatorisch, falls es keinen Diktator fiir F' gibt.

3) Unabhingigkeit von irrelevanten Alternativen (UIA): Ob a < b gilt, sollte nur
von den Préferenzen der Wéhler zwischen a und b abhéngen, d. h. fiir alle <;,...,<,,
<1,...,=<l € L muss gelten: Falls < = F(<1,...,<,) und <" = F(<],...,<]) und

a <;bgdw. a <} b firalle i =1,...,n, so impliziert dies, dass a < b gdw. a <’ b.

Bemerkung 74. Partielle Einstimmigkeit (1’) impliziert totale Einstimmigkeit (1), aber
nicht umgekehrt.

Proposition 16. Aus totaler Einstimmigkeit und Unabhdngigkeit von irrelevanten Alter-
nativen folgt partielle Einstimmigkeit.

Beweis. Seien <1,..., <, € L gegeben mit a <; b fiir alle Wihler . Sei < = F(<1,...,=<y).
Betrachte <i,..., </, mit <, = <; fiir alle Wahler . Offensichtlich gilt mit der totalen
Einstimmigkeit, dass <’ = F(<{,...,<}) = F(<1,...,<1) = <1. Also haben wir a <’ b.
Da a <; b gdw. a <} b gilt, folgt mit der Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen,
dass auch a < b gdw. a <’ b gelten muss. Da wir wissen, dass a <’ b gilt, muss auch a < b
gelten. O

Lemma 17 (Paarweise Neutralitit). Die soziale Wohlfahrtsfunktion F erfiille (totale bzw.
partielle) Einstimmigkeit und Unabhingigkeit von irrelevanten Alternativen. Seien <1, ..., <pn
und <, ..., <} zwei Priferenzprofile mit a <; b gdw. ¢ <} d fiir allei =1,...,n. Dann gilt
a <b gdw. ¢ <"d, wenn < = F(<1,...,<y) und < = F(<{,...,=<}).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte a < b (sonst benenne die Kandidaten
a und b um) und b # ¢ (sonst benenne a und ¢ sowie b und d um). Wir konstruieren ein
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neues Priferenzprofil <{,..., <!". Dabei sei ¢ </ a und b </ d fir alle i = 1,...,n, wihrend
die Ordnung der Paare (a,b) aus <; und (¢, d) aus <} tibernommen wird.

Wegen der Einstimmigkeit folgt ¢ <" a und b <" d fir <" = F(<{,...,<"). Wegen der
Unabhéingigkeit von irrelevanten Alternativen gilt a < b. Dann folgt mit Transitivitéit, dass
¢ <" d. Mit der Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen folgt schlieflich, dass ¢ <’ d.

Die Riickrichtung der Aquivalenz wird analog bewiesen. O

Beispiel 75. Dieses Beispiel illustriert die Konstruktion des Priferenzprofils <7, ..., <” im
obigen Beweis. Gelte etwa

e%ia<ic<ib<if
/ / / /
g_<la-<2f_<zc-<zd
Dann kénnte </ die Alternativen a, b, ¢ und d etwa so anordnen:
e e <<y <L d <
Insbesondere wire also a <7 b und ¢ </ d.

Satz 18 (Arrows Unmoglichkeitssatz). Jede soziale Wohlfahrtsfunktion iber einer Menge
von mehr als zwei Alternativen, die Finstimmigkeit und Unabhdngigkeit von irrelevanten
Alternativen erfillt, ist diktatorisch.

Beweis. Betrachte zwei Elemente a,b € A mit a # b und konstruiere eine Folge (ﬂi)izow,n
von Préferenzprofilen, so dass in 7" genau die ersten ¢ Wahler b vor a préiferieren, d.h. a <; b
gdw. 7 <

70 a1 7 "

1: b=<1a a=<1b a=<1b a=<1b
iF—1: b<i=_1a a—<+_1b a<i«_1b a—<4+_1b
i b=<ia b=~ a a <+ b a <+ b
n: b=<,a b=<,a b=<,a a<pb
F: b<a b<""ta  a<"b a<"b

Wegen der Einstimmigkeit gilt fiir <° = F(7%), dass b <° a, und fiir <® = F(7") gilt,
dass a <™ b. Also muss es einen minimalen Index i* geben, so dass b <=1 g und a <% b,
wenn <" ~! = F(z" =) und < = F(n'"). Wir zeigen, dass i* ein Diktator ist. Betrachte
zwei Elemente ¢,d € A mit ¢ # d. Wir werden zeigen, dass ¢ <;« d impliziert, dass ¢ < d,

wenn < = F(<q,...,<,...,<,) fiir beliebige <1,...,=<, € L. Betrachte e ¢ {c,d} und
konstruiere ein Préferenzprofil </, ..., <!, wobei

fir j<i* gilt e<’c=<}d baw. e<}d <],

fir j =14 gilt ¢ <je<jd baw. d<)e <],

fir j >4 gilt ¢ <;d<je baw. d<)c<}e,
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jeweils je nachdem, ob ¢ <; d oder d <; c.

Wegen der Unabhingigkeit von irrelevanten Alternativen gilt fiir <’ = F(<},...,</,), dass
¢ <"d gdw. ¢ < d. Fiir (e,d) haben wir die gleichen Priferenzen in </,..., </, wie in 7 fiir
das Paar (a,b) (s.u.). Fiir j # i* gilt das unabhéngig davon, ob ¢ <; d oder d <; ¢, fiir j = i*
gilt nach Voraussetzung ¢ <; d und damit nach Definition e <; d. Wegen der paarweisen
Neutralitit folgt deshalb, dass e <’ d. Entsprechend haben wir in <}, ..., </ fiir (e,c) die
gleichen Priiferenzen wie fiir (a,b) in dem Profil 7" =1, Wegen der paarweisen Neutralitiit
folgt deshalb, dass ¢ <’ e.

*

xt 1 (<)iz=1...m 7 (=)iz=1...m
1: a<1b e<1c a=<1b e<1d
it —1: a<ix_10b € <ix_1C a<+-1b e <ix_1d
7" b=« a c =i+ e a <« b e <« d
n: b=<,a c<ne b=<,a d=<,e
F: b<""Tqa c<'e a=<"b e=<'d

Mit Transitivitidt folgt ¢ <’ d. Nach Konstruktion von <’ und mit der Unabhéngigkeit
von irrelevanten Alternativen folgt, dass ¢ < d gilt, was zu zeigen war. Der Beweis der
Riickrichtung ist analog. O

Nach dem Satz von Arrow ist jede soziale Wohlfahrtsfunktion iiber einer Menge von mehr
als zwei Alternativen, die Einstimmigkeit und Unabhéngigkeit von irrelevanten Alterna-
tiven erfiillt, diktatorisch. Viele soziale Wohlfahrtsfunktionen sind jedoch keine Diktatu-
ren und erfiillen die Einstimmigkeitsforderung. Das Problem liegt daher hiufig bei der
Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen. Diese wiederum héingt eng mit der Nicht-
Manipulierbarkeit zusammen, da das Einfiigen von irrelevanten Alternativen zwischen dem
bevorzugten Kandidaten und dessen Hauptkonkurrenten bei vielen sozialen Wohlfahrtsfunk-
tionen das Ergebnis zugunsten des bevorzugten Kandidaten beeinflussen kann, auch wenn
man dessen kiinstlich in der Angabe der eigenen Priiferenzen nach unten gesetzten Haupt-
konkurrenten eigentlich gegeniiber den dazwischengesetzten dritten Kandidaten bevorzugt.

Es stellt sich die Frage, ob sich Arrows negatives Resultat auch auf sozialen FEntschei-
dungsfunktionen iibertragen lésst und ob ein Zusammenhang zu Arrows Ergebnis besteht.

6.3 Resultat von Gibbard und Satterthwaite

Intuitiv besagt das Resultat von Gibbard und Satterthwaite, dass alle verniinftigen sozialen
Entscheidungsfunktionen manipulierbar sind. Dabei ist eine soziale Entscheidungsfunktion
manipulierbar, wenn ein Wéhler ¢, der b vor a préferiert, b erzwingen kann, wenn er statt
seiner wahren Priferenz <; eine davon verschiedene Priferenz < angibt.

Definition 76 (Strategische Manipulation, Anreizkompatibilitit). Eine soziale Entschei-
dungsfunktion kann durch Wihler ¢ strategisch manipuliert werden, falls es Priferenzen
S1yeeey=iyeey=<n, <t € L gibt, so dass a <; b gilt fir a = f(<1,...,<4i,...,<n) und
b= f(<1,...,=<%...,=<n). Die Funktion f heifit anreizkompatibel, falls f nicht strate-
gisch manipulierbar ist.

42



6 Mechanismusdesign

Eine alternative Charakterisierung desselben Sachverhalts basiert auf der Monotonie von f.

Definition 77 (Monotonie). Eine soziale Entscheidungsfunktion heifit monoton, falls aus
F(=1, oy <iy ey =<n) = a, f(<1,...,=<},...,<n) = bund a # b folgt, dass b <; a und
a <;b.

Satz 19. Fine soziale Entscheidungsfunktion ist genau dann monoton, wenn sie anreizkom-
patibel ist.

Beweis. Sei f monoton. Wann immer f(<1,..., =i, ..., <n) =a, f(<1,..., <5 ...,<pn) =0
und a # b gelten, gilt dann auch b <; a und a <} b. Dann kann es keine <q,...,<,, <} € L
geben, so dass f(<1,..., =i,y =<n) =a, f(<1,..., <% ..., <p) =bund a <; b. Umgekehrt

zeigt auch verletzte Monotonie, dass eine Manipulationsmdoglichkeit vorliegt. O

Der Begriff eines Diktators kann analog zum Diktator fiir soziale Wohlfahrtsfunktionen auch
fiir soziale Entscheidungsfunktionen definiert werden.

Definition 78 (Diktator). Wihler 4 heifit Diktator in einer sozialen Entscheidungsfunktion
f, falls fiir alle <q,...,<,..., <, € L gilt, dass f(<1,...,=<¢,-.-,=<n) = a, wobei a der
eindeutig bestimmte Kandidat mit b <; a fiir alle b € A mit b # a ist. Die Funktion f heift
diktatorisch, falls es einen Diktator in f gibt.

Um das Resultat von Gibbard und Satterthwaite zu beweisen, wollen wir auf den bereits
bewiesenen Satz von Arrow zuriickgreifen. Dazu konstruieren wir aus einer sozialen Ent-
scheidungsfunktion eine soziale Wohlfahrtsfunktion.

Notation 79. Sei S C A und < € L. Mit <° bezeichnen wir dann die Ordnung, die
wir erhalten, wenn alle Elemente aus S in < ,nach oben® geschoben werden, wéhrend die
Préferenzen der Elemente in S untereinander sowie der Elemente in A \ S untereinander
beibehalten werden, genauer: Fiir a,b € S gilt a <% b gdw. a < b, fiir a,b ¢ S gilt a <% b
gdw. a < b und fiir a ¢ S, b € S gilt a <% b. Durch diese Bedingungen ist die Ordnung <*
eindeutig bestimmt.

Wir wollen zunéchst einige technische Lemmata beweisen. Das erste davon besagt, dass fiir
anreizkompatible und surjektive soziale Entscheidungsfunktionen f der gewihlte Kandidat
zu der Kandidatenmenge S gehort, wenn alle Wahler die Kandidaten aus S an der Spitze
ihrer Priferenzlisten haben.

Lemma 20 (Top-Préferenz). Sei f eine anreizkompatible und surjektive soziale Entschei-

dungsfunktion. Dann gilt fiir alle <1, ..., <, € L und alle @ # S C A, dass f(<7,...,=<) €
S.

Beweis. Sei a € S. Da f surjektiv ist, existieren </,..., <! € L, so dass f(<{,...,=<}) =a.
Nun dndere schrittweise fiir ¢ = 1,...,n die Relation <} zu <is . Zu keinem Zeitpunkt kann
dabei b ¢ S als Ergebnis von f entstehen, da f monoton ist. O

Soziale Entscheidungsfunktionen kénnen wie folgt zu sozialen Wohlfahrtsfunktionen erwei-
tert werden.
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Definition 80 (Erweiterung einer sozialen Entscheidungsfunktion). Die Funktion F': L™ —
L, die die soziale Entscheidungsfunktion f erweitert, ist definiert durch:

F(<1,...,<n) ==, wobeia <bgdw. f(%ia’b}, ., =<tebh) = fiir alle a,b € A,a # b.

Lemma 21. Fulls [ eine anreizkompatible und surjektive soziale Entscheidungsfunktion ist,
dann ist thre Erweiterung F eine soziale Wohlfahrtsfunktion.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die resultierende Relation eine strikte lineare Ordnung ist, also
asymmetrisch, total und transitiv.

Asymmetrie und Totalitédt: Wegen des Top-Priferenz-Lemmas ist f(—<ia’b}, ceey —<§la’b})

eines von a oder b, d.h. a < b oder b < a, aber nicht beides (Asymmetrie) und nicht
keines von beiden (Totalitéit).

Transitivitéit: Wir diirfen die Totalitéit schon voraussetzen. Angenommen, < wire nicht
transitiv, d.h. ¢ < b und b < ¢, aber nicht a < ¢, fiir geeignete a, b und c. We-
gen der Totalitdt hitten wir dann ¢ < a. Betrachte S = {a,b,c} und sei ohne Be-

schrankung der Allgemeinheit f(-<‘1{a"b’c}, ceey —<;{la’b’c}) = a. Wegen der Monotonie von
f folgt f(<ia’b}, e, <ita’b}) = a durch schrittweise Anderung von <;~{a’b’c} zu <;{a’b}.
Also haben wir b < a im Widerspruch zur Annahme. O

Lemma 22 (Erweiterungslemma). Falls f eine anreizkompatible, surjektive und nicht-
diktatorische soziale Entscheidungsfunktion ist, so ist thre Erweiterung F' eine soziale Wohl-
fahrtsfunktion, die Finstimmigkeit, Unabhdngigkeit von irrelevanten Alternativen und nicht-
diktatorische Entscheidung erfiillt.

Beweis. Wir wissen schon, dass die Erweiterung eine soziale Wohlfahrtsfunktion ist und
miissen noch Einstimmigkeit, Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen und Nicht-
Diktatur zeigen.

Einstimmigkeit: Sei a <; b fiir alle ¢. Dann ist (<l{a’b}){b} = <§a’b}. Wegen des Top-
Priferenz-Lemmas folgt f(«ia’b}, e <ia’b}) =b, also a < b.
Unabhingigkeit von irrelevanten Alternativen: Falls fiir alle ¢ gilt, dass a <; b gdw.

a <} b, dann muss f(%ia’b}, ey 4;{,,a’b}) = f(%ll{a’b}, ey <;{a’b}) gelten, da sich das Er-
{a,b}

gebnis wegen der Monotonie nicht &ndert, wenn man schrittweise <;{a’b} durch <;
ersetzt.

Nicht-Diktatur: Offensichtlich. O

Nun kénnen wir den Satz von Gibbard-Satterthwaite, das Analogon zum Satz von Arrow fiir
soziale Entscheidungsfunktionen, beweisen, indem wir eine gegebene soziale Entscheidungs-
funktion zu einer sozialen Wohlfahrtsfunktion erweitern und auf diese den Satz von Arrow
anwenden.

Satz 23 (Satz von Gibbard-Satterthwaite). Falls f eine anreizkompatible und surjektive
soziale Entscheidungsfunktion ist, so dass drei oder mehr Alternativen wdhlbar sind, dann
ist f diktatorisch. O

Mechanismusdesign versucht, die negativen Resultate von Arrow bzw. Gibbard-Satterthwaite
durch Anderungen des Modells zu entschérfen. Die beiden tiblicherweise untersuchten Ande-
rungen sind die Einfithrung von Geld sowie die Einschréinkung der zuléssigen Préferenzre-
lationen.
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6.4 Exkurs: Eingesetzte Wahlverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir einige in der Realitdt eingesetzte Wahlverfahren vorstellen.

6.4.1 Pluralitatswahl

Definition 81 (Pluralitdtswahl). Bei der Pluralititswahl (auch relative Mehrheits-
wahl, first-past-the-post, winner-takes-all) nennt jeder Wihler einen Kandidaten und der
Kandidat mit den meisten Stimmen gewinnt.

Zu den Nachteilen der Pluralitdtswahl gehort, dass die Préferenzen der ,,unterlegenen Wihler*
keine Rolle spielen. Der gewihlte Kandidat wird im Allgemeinen nur von einer Minderheit
gestiitzt. Das Verfahren ist manipulierbar.

6.4.2 Pluralitatswahl in zwei Runden

Definition 82 (Pluralitétswahl in zwei Runden). Bei der Pluralititswahl in zwei Run-
den mit Stichwahl wird die erste Runde wie eine gewohnliche Pluralitdtswahl abgehalten,
und in der zweiten Runde treten die beiden Kandidaten mit den meisten Stimmen aus der
ersten Runde gegeneinander an.

Die Nachteile der Pluralitidtswahl in zwei Runden sind ahnlich denen der Pluralitdtswahl
mit nur einer Runde.

6.4.3 Praferenzwahl mit iibertragbaren Stimmen

Definition 83 (Priferenzwahl mit iibertragbaren Stimmen). Bei der Préiferenzwahl mit
iibertragbaren Stimmen gibt jeder Wihler eine Préferenzliste ab. Dann wird jeweils so
lange der Kandidat von der Liste eliminiert, der am wenigsten Erstpréferenzen hat, bis ein
Kandidat die Majoritéit bei den Erstpriferenzen hat.

Die Préferenzwahl mit iibertragbaren Stimmen lésst sich am besten an einem Beispiel illus-
trieren.

Beispiel 84. Angenommen, es findet eine Priferenzwahl mit iibertragbaren Stimmen zwi-
schen den drei Kandidaten Anton, Berta und Claus statt. Die Wéhlerpréferenzen ergeben
sich aus der folgenden Tabelle.

Anzahl Wahler
Erster in Préferenzliste
Zweiter in Praferenzliste
Dritter in Préferenzliste

Q@ =38
Qrw=
> Q W) o
=>tw QS

Dann hat Kandidat Anton in der ersten Runde 39 Erstpriiferenzen, Kandidatin Berta 19
Erstpriferenzen und Kandidat Claus 42 Erstpriferenzen. Also wird Berta gestrichen. Es
bleiben die folgenden Priferenzen.
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Anzahl Wahler 39 14 5 42
Erster in Praferenzliste | A A C C
Zweiter in Praferenzliste | C C A A

Also hat Anton in der zweiten Runde nun 53 Erstpréferenzen, wihrend Claus 47 Erstpréfe-
renzen hat. Anton gewinnt also die Wahl.

Ein Nachteil dieses Verfahrens ist, dass ,,Kompromisskandidaten“ keine Chance haben. In
Beispiel 84 wire Berta eine solche Kandidatin, da sowohl fiir eine Mehrheit der Wéhler
(ndmlich 61 von 100) Anton <; Berta als auch fiir eine Mehrheit der Wihler (nédmlich 58
von 100) Claus <; Berta gilt. Damit wére Berta eine gute Kompromisskandidatin, obwohl
sie nur bei wenigen Wéahlern auf dem ersten Platz steht.

6.4.4 Condorcet-Methoden

Definition 85 (Condorcet-Methoden). Bei Condorcet-Methoden gibt jeder Wéhler ei-
ne Priferenzliste ab und ein Kandidat gewinnt, wenn er beim paarweisen Vergleich von
Kandidaten immer eine Majoritdt hat.

In Beispiel 84 gewinnt Kandidatin Berta alle paarweisen Vergleiche (61 zu 39 gegen Anton
und 58 zu 42 gegen Claus), wire also bei einem Condorcet-Verfahren gewihlt.

Der Hauptnachteil von Condorcet-Methoden ist, dass es wegen des Condorcet-Paradoxons
nicht immer einen Sieger gibt. In diesem Fall wendet man spezielle Methoden, wie etwa die
Copeland-Methode, an, bei der gezdhlt wird, wie oft ein Kandidat in paarweisen Vergleichen
gewinnt, und der Kandidat, bei dem diese Anzahl am hochsten ist, gewinnt. Auch hier sind
noch unentschiedene Situationen moglich. In den beiden folgenden Abschnitten wollten wir
zwei weitere Condorcet-Methoden betrachten.

6.4.5 Schulze-Methode

Bei der Schulze-Methode handelt es sich um eine Verfeinerung der Condorcet-Methode.
Sie wird in vielen Open-Source-Projekten zur internen Entscheidungsfindung eingesetzt.

Sei d(X,Y’) die Anzahl der paarweise Vergleichen zwischen X und Y, bei denen X gewonnen
hat. Die Schulze-Methode basiert auf Pfaden C1,...,C, zwischen Kandidaten X und Y
mit der Stérke z. Dabei ist die Stirke einer Kette die ihres schwichsten Gliedes, genauer:
Cy,...,C, ist ein Pfad der Stdrke z von X nach Y, wenn

1. C =X

2. C, =Y

3. d(C;,Ciy1) > d(Ci41,C;) fir allei =1,...,n— 1

4. d(C;,Cit1) > zfirallei =1,...,n— 1 und es existiert ein j, so daf d(C},Cjy1) = 2.

Wir definieren dann p(X,Y) = z als das maximale z, so dass es einen Pfad der Stérke z von
X nach Y gibt, und p(X,Y) = 0, falls kein Pfad von X nach Y existiert.

Der Schulze-Gewinner ist der Condorcet-Gewinner, falls ein solcher exisiert, sonst ist ein po-
tentieller Gewinner ein Kandidat A, fiir den gilt, dass p(4, X) > p(X, A) fiir alle Kandidaten
X # A.
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Beispiel 86. Gegeben seien die 9 Wihlerpriferenzen iiber den Kandidaten A, B, C, D wie
in der linken Tabelle angegeben. Es ergeben sich die paarweisen Vergleiche zwischen den
Kandidatenwie in der rechten Tabelle.

| 3mal 2mal 2mal 2mal d)|A|B|C|D
Erstpriferenz A D D C A |5 |53
Zweitpriferenz B A B B B 4 [N\ | 71|65
Drittpréferenz C B C D C 4 12|\ |5
Viertpriferenz D C A A D 6 | 4| 4|\

Die Ergebnisse der paarweisen Vergleiche kénnen wir als Graphen iiber der Menge der Kan-
didaten darstellen, in dem zwischen je zwei Kandidaten X und Y genau eine gerichtete
Kante existiert, gerichtet vom Gewinner, 0.B.d.A X, zum Verlierer, 0.B.d.A Y, der Paa-
rung, und beschriftet mit dem Wert d(X,Y’) (Abbildung unten links). Die Bestimmung der
Werte p(X,Y) geschieht durch die Ermittlung von stirksten Pfaden in diesem Graphen. Im
vorliegenden Beispiel erhalten wir die Werte von p(X,Y) wie in der Abbildung unten rechts.
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Zur Bestimmung der potentiellen Sieger miissen wir ermitteln fiir welche Kandidaten A gilt,
dass p(4, X) > p(X, A) fir alle anderen Kandidaten X # A. Dies sind offensichtlich genau
die Kandidaten B und D.

6.4.6 Kemeny-Young-Methode

Mit dem Verfahren von Kemeny-Young gibt es sogar eine Condorcet-Methode (als soziale
Wohlfahrts-, nicht Entscheidungsfunktion), bei der der Gewinner NP-schwer zu berechnen
ist.

Die Kemeny-Young-Methode basiert auf sogenannten Dominanzgraphen, die eine Do-
minanzkante zwischen A und B mit dem Gewicht [{i|A =; B}| — |{i|B »=; A}| = d(A,B) —
d(B, A) enthalten, falls diese Differenz positiv ist.

Beispiel 87. Betrachte die Wéhlerpréiferenzen aus Beispiel 86. Dann erhalten wir den unten
links abgebildeten Dominanzgraphen. Entfernt man Kanten mit minimalem Gewicht, so daf3
der Graph zyklenfrei wird, und sortiert dann eindeutig, so ist der Gewinner ein Meistpréfe-
rierter. Wenn wir (A, B) und (4, C) streichen, so haben die entfernten Kanten Gewicht 2.
Also gewinnt Kandidat B (vgl. Abbildung unten rechts).
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Die Kanten (A, B) und (A, C) zu entfernen ist nur eine Moglichkeit, den Graphen azyklisch
zu machen. Weitere Moglichkeiten sind in der folgenden Tabelle angegeben.

Eliminierte Kanten | Gewicht | Optimal | Gewinner
(4,B),(4,C) 2 ja B

(A, B),(C,D) 2 ja B
(B,C),(B,D) 6 nein

(B,D),(C,D) 2 ja D
(B,D),(D,A) 4 nein

(D, A) 3 nein

Unter diesen Moglichkeiten sind aber die mit minimalem Gewicht, hier 2, fiir uns interessant,
da das Gesamtgewicht der entfernten Kanten gerade der Anzahl der in der resultierenden
Préferenzliste verletzten individuellen Préferenzen entspricht, welche wir minimieren wollen.
Beachte, dass das Entfernen der Kanten (A4, B) und (A4, C) einerseits und das Entfernen
der Kanten (B, D) und (C, D) andererseits jeweils zu gleich guten Ergebnissen fiihrt, aber
in den beiden Fillen unterschiedliche Kandidaten, ndmlich B bzw. D, die resultierenden
Préferenzlisten anfithren.

Dass die Berechnung des Gewinners mit dem Verfahren von Kemeny-Young NP-schwer ist,
kann durch Reduktion des Feedback-Arc-Set-Problems (FAS) gezeigt werden.

Satz 24 ([BTT89]). Die Bestimmung der resultierenden Priferenzordnung sowie des Ge-
winners beim Kemeny-Young- Verfahren ist NP-schwer.

Beweisskizze. Reduktion von Feedback-Arc-Set. Sei 7(R) eine feste Permutation iiber B
und 7/(B) die umgekehrte Reihenfolge. Gegeben G = (V, A) und k € N. Fiir eine Kante
(a,b) € A fithren wir Wahler ein, die folgende Priiferenzen haben:

1. a,b,m(A\ {a,b})
2. 7'(A\ {a,b}),a,b

Der entstandene Dominanzgraph entspricht dem Orginalgraphen G mit uniformen Kanten-
gewicht 2. Damit kénnen wir FAS berechnen. O

6.5 Mechanismen mit Geldeinsatz

Bisher wurden Alternativen mittels Priferenzordnungen bewertet. Nun wollen wir stattdes-
sen Geld zur Bewertung verwenden und fithren dazu Funktionen v; : A — R ein, so dass
v;(a) die Bewertung von Alternative a durch Agent 7 ist. Zusitzlich kann den Agenten Geld
bezahlt (oder von ihnen verlangt) werden, wobei m; € R der Betrag ist, den Agent i erhélt.
Sein Nutzen ist dann u;(a) = v;(a) + m,.

6.5.1 Vickrey-Auktion (Zweitpreisauktion)

Gegeben sind n Mitspieler, die ein zu versteigerndes Objekt jeweils privat mit Wert w;
belegen. Gewiinscht ist, dass der Mitspieler mit der hochsten Bewertung w; das Objekt
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bekommen soll. Die Spieler sollen ihre Bewertungen offenbaren, so dass das Objekt dem
Spieler zugewiesen werden kann, dem es am meisten wert ist. Der Spieler i, der den Zuschlag
erhélt, muss einen Preis p* bezahlen, hat also Nutzen w; —p*. Spieler, die den Zuschlag nicht
erhalten, haben davon Nutzen 0.

Formal ist also A = N, wobei ein Ausgang a € A bedeutet, dass Spieler a den Zuschlag
erhélt. Wiirde man festlegen, dass der Gewinner nichts bezahlen muss, wére also p* = 0, dann
wiirden die Mitspieler das System manipulieren und 6ffentlich Werte w} >> w; deklarieren.
Wiirde man andererseits festlegen, dass der Gewinner i als Preis p* = w; zahlt, also soviel,
wie ihm das Objekt tatséchlich wert ist, dann wiirden die Spieler von w; zu wj = w; — €
abweichen und damit wieder nicht ihre wahren Bewertungen offenbaren.

Die Losung, die von Vickrey vorgeschlagen wird, besteht darin, dass der Spieler i, der den
Zuschlag erhélt, den Preis p* = max;»; w; zahlen muss.

Definition 88 (Vickrey-Auktion). Der Gewinner der Vickrey-Auktion ist der Spieler i
mit dem hdchsten deklarierten Wert w;. Er muss den Preis des zweith6chsten Gebots zahlen,
also p* = max;x; w;.

Wie bereits in Beispiel 23 in Abschnitt 2.2 gezeigt, hat bei einer Vickrey-Auktion keiner
der Agenten einen Anreiz, einen anderen Wert fiir das Objekt anzugeben als seine wahre
Bewertung.

Proposition 25 (Vickrey). Ist i einer der Mitspieler und w; seine Bewertung des Objekts,
u; sein Nutzen, wenn er wahrheitsgemdff w; als seine Bewertung des Objekts deklariert, und
u} sein Nutzen, wenn er filschlich w; als seine Bewertung deklariert, dann ist u; > u}. O

6.5.2 Anreizkompatible Mechanismen

Im Weiteren werden Préferenzen als Funktionen v; : A — R modelliert. Der Raum aller
Funktionen fiir Spieler ¢ sei V;. Anders als bei sozialen Entscheidungsfunktionen reicht es
jetzt nicht mehr aus, Entscheidungen iiber die Alternativen zu treffen, sondern es muss auch
iiber Zahlungen entschieden werden.

Definition 89 (Mechanismus). Ein Mechanismus besteht aus einer sozialen Entschei-
dungsfunktion f : V; x---xV,, — A und einem Vektor von Bezahlungsfunktionen p1, ..., pn,
wobei p; : V1 X -+ x V,, — R der Betrag ist, den Spieler ¢ bezahlen muss.

Der Begriff der Anreizkompatibilitit ldsst sich zwanglos von sozialen Entscheidungsfunktio-
nen auf Mechanismen iibertragen.

Definition 90 (Anreizkompatibilitdt). Ein Mechanismus (f, p1,...,p,) heift anreizkom-
patibel, falls fiir jeden Spieler i = 1,...,n, fiir alle Préiferenzen v; € Vi,...,v, € V,, und
jede Priiferenz v; € V; gilt, dass v;(f(vi,v—;)) — pi(vi,v—;) > v;(f(vi,v_;)) — pi(vi,v_).

Ist (f,p1,...,pn) anreizkompatibel, so zahlt es sich nicht aus, iiber seine Priiferenzen statt
der Wahrheit v; eine Liige v} anzugeben. Mit dem Vickrey-Clarke-Groves-Mechanismus exis-
tiert ein anreizkompatibler Mechanismus, der die ,,soziale Wohlfahrt“, also die Summe aller
Einzelnutzen )", v;(a), maximiert. Die Grundidee besteht darin, die Bezahlfunktionen der
Spieler so zu wihlen, dass der Nutzen der jeweils anderen Spieler in den Bezahlfunktionen
wiedergespiegelt wird und jeder Spieler dadurch mit seinem eigenen Nutzen zugleich den
gesellschaftlichen Nutzen maximiert.

49



6 Mechanismusdesign

Definition 91 (Vickrey-Clarke-Groves-Mechanismus). Ein Mechanismus (f, p1, ..., p,) heifit
Vickrey-Clarke-Groves-Mechanismus (VCG-Mechanismus), falls

L. f(vi,...,v,) € argmax,c 4 > oy vi(a) fiir alle vq, ..., v, und
2. es Funktionen hi,..., h, mit h; : V_; — R gibt, so dass p;(v1,...,v,) = hi(v_;) —
22 Vi(f(vr, o vp)) fiiralled =1,... ,nund vy, ..., vy,

Da h;(v_;) von der deklarierten Préferenz von Spieler ¢ unabhiingig ist, kann Spieler i die-
sen Wert als Konstante ¢ betrachten. Also erhilt Spieler ¢ den Nutzen v;(f(vy,...,vpn)) +

Y vi(f (e svn)) — e =300 0i(f (v, o)) — e
Satz 26 (Vickrey-Clarke-Groves). Jeder VCG-Mechanismus ist anreizkompatibel.

Beweis. Seien i, v_;, v; und v} gegeben. Zu zeigen ist, dass der Nutzen bei Deklaration der
wahren Priferenz v; mindestens so hoch ist wie bei der Deklaration der falschen Priiferenz v}.
Sei dazu a = f(v;,v—;) und a’ = f(vj, v—;). Der Nutzen von Spieler i ist v;(a’)+3_,_; v;j(a’)—
hi(v—;) bei Deklaration von v; und v;(a)+3_,4; vj(a)—hi(v—;) bei Deklaration von v;. Daa =
f(vi,v—;) die soziale Wohlfahrt iiber alle Alternativen maximiert, gilt v;(a) +>_,; vj(a) >
vi(a’) 4324 vj(a’). Die Ungleichung gilt natiirlich auch, wenn man auf beiden Seiten h;(v_;)
subtrahiert, und damit ist v;(f (v, v—;)) — pi(vi, v—;) > v;(f (v}, v—;)) — pi (v}, v_;). O

6.5.3 Die Clarke-Pivot-Regel

Wir haben bislang noch offengelassen, wie man die Bezahlfunktionen bzw. die Funktionen h;
sinnvoll wihlen kann. Alle h; durch h;(v_;) = 0 zu definieren, wiire zwar zulissig, hétte aber
den Nachteil, dass der Mechanismus dadurch im Allgemeinen viel mehr Geld an die Spieler
verteilen wiirde als notig. Aulerdem sollten die Spieler bei nicht-negativen Bewertungen v;
nie mehr bezahlen miissen, als ihnen der Ausgang wert ist, und nie Geld erhalten, sondern
nur selbst zahlen.

Definition 92 (Individuelle Rationalitéit). Ein Mechanismus wird als individuell rational
bezeichnet, falls die Spieler immer einen nicht-negativen Nutzen haben, d.h. falls fiir alle
i=1,...,nund alle vy,...,v, gilt, dass v;(f(v1,...,v,)) — pi(v1,...,v,) > 0.

Definition 93 (Positiver Transfer). Ein Mechanismus hat keinen positiven Transfer, falls
keinem Spieler Geld gegeben wird, d. h. fiir alle Priiferenzen vy, ..., v, gilt p;(v1,...,v,) > 0.

Die folgende Wahl der Funktionen h; fiihrt dazu, dass der Mechanismus individuell rational
ist und keinen positiven Transfer hat.

Definition 94 (Clarke-Pivot-Funktion). Die Funktion h;(v—;) = maxpea 3_;; v;(b) heifit
Clarke-Pivot-Funktion.

Diese Wahl der h; fithrt zu Bezahlfunktionen p;(v1, ..., v,) = maxpea Zj# vj (b)—zj# vj(a),
wenn a = f(vq,...,v,). Damit bezahlt Spieler ¢ genau die Differenz zwischen dem, was die
anderen Spieler zusammen ohne ihn erreichen kénnten, und dem, was sie mit ihm erreichen.

Beispiel 95. Angenommen, wir haben zwei Spieler 1 und 2 sowie zwei Alternativen a
und b mit v1(a) = 10, v1(b) = 2, va(a) = 9 und ve(b) = 15. Ohne Spieler 1 maxi-
miert Alternative b wegen v2(b) = 15 > 9 = wvy(a) die Summe iiber die Bewertungen
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der restlichen Spieler. Ist aber auch Spieler 1 beteiligt, maximiert Alternative a wegen
vi(a)+v2(a) =1049 =19 > 17 = 2+ 15 = v1(b) + v2(b) die Summe iiber die Bewertungen.
Dadurch verschlechtern sich die restlichen Spieler (also Spieler 2) um 6 Einheiten von 15 auf
9. Entsprechend miisste eine Clarke-Pivot-Funktion h(vy) = 15 bzw. die Bezahlfunktion
p1(v1, ..., vp) =maxpea ;4 vi(0) — 3254 vj(a) =15 — 9 = 6 gewdhlt werden.

Das folgende Lemma bestétigt, dass Clarke-Pivot-Funktionen einen VCG-Mechanismus in-
dividuell rational und frei von positiven Transfers macht.

Lemma 27 (Clarke-Pivot-Regel). Ein VCG-Mechanismus mit Clarke-Pivot-Funktionen hat
keine positiven Transfers. Falls vi(a) > 0 fir allei =1,...,n, v; € V; und a € A, dann ist
der Mechanismus auch individuell rational.

Beweis. Sei a = f(vy,...,v,) die Alternative, die 2?21 vj(a) maximiert, und b die Al-
ternative, die }°,,; v;(b) maximiert. Der Nutzen von Spieler i betrégt dann u; = v;(a) +
> i V(@)= v;j(b). Die Bezahlfunktion fiir ¢ ist p;(v1, ..., vn) = 32, v;(0)=>_, 4, vj(a).
Es gilt also p;(v1, ..., vn) > 0, da b gerade so gewéhlt wurde, dass 3, ; v;(b) maximiert wird.
Also gibt es keine positiven Transfers. Da v;(b) > 0 sein soll, gilt u; = v;(a) + ;. v;(a) —
22 vi(0) = Z;L:1 vj(a)— Z;L:1 v;(b). Da a gew#hlt wurde, um Z;L:1 v;(a) zu maximieren,
gilt Z?:l vj(a) > Z?Zl v;(b), also u; > 0, und damit ist der Mechanismus auch individuell
rational. O

Es folgen einige Beispiele fiir VCG-Mechanismen mit Clarke-Pivot-Regel.

Beispiel 96 (Vickrey-Auktion). Bei Vickrey-Auktionen ist die Menge der Alternativen A
gleich der Menge der Spieler N, und der Nutzen eines Spielers ist v;(j) = w;, falls j = 4,
und v;(j) = 0, falls j # ¢, wenn w; > 0 der Wert ist, den das Objekt fiir Spieler ¢ hat. Die
soziale Wohlfahrt wird maximiert, wenn Alternative j den Wert Y7 | v;(j) maximiert. Weil
fiir jede Alternative j alle Summanden bis auf einen gleich Null sind und der verbleibende
Summand den Wert w; hat, geschieht dies genau dann, wenn w; maximiert wird, wenn
also der Bieter mit der héchsten Bewertung den Zuschlag erhélt. Sei a = f(v1,...,v,) =
argmax;. 4 w; dieser Bieter. Damit es sich um einen VCG-Mechanismus mit Clarke-Pivot-
Regel handelt, miissen die Bezahlfunktionen die Form p;(v1,...,v,) = hi(v—i) = >_,; v;(a)
mit h;(v—;) = maxpea D, v;(b) haben. Es gilt aber maxpea D, v;(b) = maxpea\ (i} We.

Fiir i = a ist damit p;(v1,...,vn) = maxeea ;4 0;(b) — D2, vi(a) = maXpea\(a) Wo —
0 = maxXpea\{q} Wb, also gerade der Wert des zweithéchsten Gebots. Falls i # a, so ist
Pi(v1, ..., 0n) = maxpea Y, v5(0) = 30,4 vi(a) = maxpe a\ (i} Wy — Wa = Wa — Wa = 0, ein

Bieter, der den Zuschlag nicht bekommen hat, zahlt also nichts.

Beispiel 97 (Bilateraler Handel). Ein Verkdufer s bietet ein Objekt an, das er mit 0 <
ws < 1 bewertet. Ein potentieller Kdufer b bewertet das Objekt mit 0 < w, < 1. Die
Alternativen sind A = {trade, no-trade}, die Nutzenwerte vs(no-trade) = 0, vs(trade) = —ws,
vp(no-trade) = 0 und vy (trade) = wy. Ein VCG-Mechanismus maximiert vg(a) +vp(a). Es ist
vs(trade) + vp(trade) = wy, — ws und vs(no-trade) + vp(no-trade) = 0, die Alternative trade
maximiert die soziale Wohlfahrt also genau dann, wenn wy, > w; gilt, und no-trade, sonst.
Wir wollen den Mechanismus so gestalten, dass bei Wahl der Alternative no-trade beide
Spieler nichts zahlen miissen und nichts erhalten, dass also ps(vs,vy) = pp(vs,vp) = 0 gilt.
Dazu kénnen wir fiir den Kéufer die Clarke-Pivot-Funktion hy(vs) = max,eca vs(a) wihlen.
Fiir den Verkéufer miissen wir um eine additive Konstante von der Clarke-Pivot-Funktion
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abweichen und hg(vy) = max,eca vp(a) — wp setzen. Dann haben wir fiir die Alternative
no-trade
ps(vs,vp) = maj(vb(a) — wp — vp(no-trade) = wp, —wp —0=0 und
ac
p(Vs, V) = max vs(a) — vs(no-trade) =0 —0 = 0.
ac

Fiir die Alternative trade erhalten wir
ps(vs, vp) = majl(vb(a) — wp — vp(trade) = wp — wp —wp = —wp,  und
ac
pb(Vs, V) = maj‘ws(a) — vs(trade) = 0 + ws = w.
aec
Wegen wy, > wg erhélt also der Verkédufer mindestens so viel wie der Kaufer zahlt, d. h. der
Handel wird subventioniert. Ohne diese Subventionen wére ein anreizkompatibler bilatera-
ler Handel nicht moglich. Beachte, dass der Kaufer und der Verkdufer das System durch
Absprachen ausnutzen kénnen.

Beispiel 98 (Offentliches Projekt). Ein 6ffentliches Projekt kostet die Regierung C' Kos-
teneinheiten und wird von jedem Biirger ¢ mit w; bewertet. Das Projekt sollte durchgefiihrt
werden, wenn » . w; > C'ist. Wir nehmen die Regierung als Spieler hinzu, die Kosten C hat,
falls das Projekt durchgefiihrt wird. Die Alternativen sind A = {project, no-project} mit Be-
wertungen vg(project) = —C, vg(no-project) = 0, v;(project) = w; und v;(no-project) = 0.
Ein VCG-Mechanismus mit Clarke-Pivot-Regel hat die Eigenschaft, dass fiir jeden Biirger 4
gilt

_ S Yjuwi— O, falls 3wy > C
(v A %: vi(a) +vrla) | = { 0, sonst.
j#i

Die Bezahlfunktion fiir Biirger i ist p;(v1, . .., vn, vg) = hi(v_;)—( >z Vi (f(v1, . vnsvR))+
vRr(f(v1,...,vn,vR))), also (D2 wj — C) = (22 4 wj — C) = 0, falls das Projekt bereits
stattfindet, ohne dass der Nutzen von Biirger ¢ den Ausschlag zugunsten des Projekts gege-
ben hétte, 0— (32, ., w;j —C) = C =3, ,; wj, falls das Projekt nur mit Biirger ¢ stattfindet,
falls also Zj w; > C, aber Z#i w; < C, und 0, sonst.

Biirger ¢ bezahlt also C' — > i Wj genau dann, wenn er dafiir verantwortlich ist, dass das
Projekt durchgefithrt wird. Er bezahlt nur die Differenz zwischen dem, was das Projekt
seinen Mitbiirgern wert ist und den Kosten C' der Regierung, im Allgemeinen also weniger
als w;. Es gilt immer ). p;(project) < C, d.h. es muss wieder Geld zugeschossen werden.

Beispiel 99 (Pfad in Netzwerken). Betrachte ein Kommunikationsnetzwerk, gegeben durch
einen Graphen G = (V, E). Jede Kante e € E gehort einem anderen Spieler (mit dem wir
sie identifizieren) und erzeugt bei Benutzung Kosten c¢.. Wir wollen einen Pfad zwischen
zwei Knoten s und ¢ mieten. Die Menge der Alternativen ist die Menge der Pfade zwischen
s und t. Spieler e hat Kosten c., falls e auf dem ausgewihlten Pfad liegt, sonst Kosten 0.
Maximierung der sozialen Wohlfahrt bedeutet hier, > ep Ce iiber alle alternativen Pfade p
von s nach ¢ zu minimieren. Es ist also A = {p|p Pfad von s nach ¢} und v.(p) = —c, falls
e € p, und v.(p) = 0, sonst.

Fir G=(V,E)und e € E sei G\ e = (V, E\ {e}) der Graph G ohne die Kante e. In einem

VGC-Mechanismus mit Clarke-Pivot-Regel ist dann he(v—.) = max,eg\e 2 orepy —Cer, also
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die Kosten des giinstigsten Pfades von s nach ¢ in G \ e. Dabei nehmen wir an, dass G
zweifach zusammenhéngend ist, denn sonst konnte das Entfernen der Kante e den Graphen
zerfallen lassen und es kénnte keinen alternativen Pfad p’ von s nach ¢ geben.

Die Bezahlfunktionen sind pe(v1, ..., v,) = he(v_e) — Ze;ﬁe,ep —Cer, wobei p = f(v1,...,0,)
der vom Mechanismus gewihlte Pfad in G ist. Falls e ¢ p, so hat diese Funktion den Wert
0, und sonst hat sie den Wert max, cg\e Ze,ep, —Cer — Ze#,ep —Cer.

Sei das Kommunikationsnetz etwa durch den folgenden Graphen gegeben.

Ca=4 Cd:12
cp =3 Ce =5

Die Gesamtkosten entlang den Kanten b und e betragen dann 8, die Kosten ohne die Kante e
betragen 3 und die Kosten des giinstigsten Pfades, der e nicht enthilt, betragen 15 (ndmlich
entlang b und d). Damit erhalten wir als Differenz den Wert der Bezahlfunktion —15—(—3) =
—12, der Besitzer der Kante e erhilt also eine Bezahlung von 12 fiir die Benutzung seiner
Kante.

Beachte, dass sich nach Wegfall einer Kante e ein alternativer Pfad von s nach ¢ nicht
notwendigerweise nur in einer Kante vom urspriinglichen Pfad unterscheiden muss, d.h.
dass es im Allgemeinen nicht ausreicht, die weggefallene Kante e einfach durch eine andere
Kante zwischen denselben Knoten zu ersetzen, sondern dass ein alternativer Pfad einen
vOllig anderen Weg von s nach ¢ wihlen kann.

6.6 Kombinatorische Auktionen

Im Unterschied zu den Auktionen, die wir bislang betrachtet haben, werden bei kombina-
torischen Auktionen mehrere Objekte versteigert, und die Bieter konnen Préferenzen iiber
Kombinationen (Biindeln) von Objekten haben. Dabei kénnen sich aus Sicht eines Bieters
Giiter erginzen oder ersetzen. Beispielsweise konnte einem Bieter ein Biindel bestehend aus
einem linken und einem rechten Schuh mehr wert sein als die Summe seiner Bewertungen
eines linken Schuhs allein und eines rechten Schuhs allein. Ziel der Auktion ist es, die Giiter
den Bietern so zuzuweisen, dass kein Objekt doppelt vergeben und die soziale Wohlfahrt
maximiert wird.

6.6.1 Definitionen

Im folgenden sei immer G = {1,...,m} die Menge der zu versteigernden Giiter und N =
{1,...,n} die Menge der Bieter.

Definition 100 (Bewertung). Eine Bewertung ist eine Funktion v : 2¢ — R* mit v(2) =
0 und v(S) <o(T) fir S CT C G. Sind S,T C G disjunkt, so ergéinzen sich S und T, falls
v(SUT) > v(S) +v(T), und S und T ersetzen sich, falls v(SUT) < v(S) 4+ v(T).

Die Forderung, dass v(&) = 0, entspricht einer Normalisierung der Bewertungen, und die
Eigenschaft, dass v(S) < o(T) fir S C T C G, wird auch als Monotonie oder free disposal
(also kostenloses Entsorgen von iiberschiissigen Giitern) bezeichnet.
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Definition 101 (Allokation). Eine Allokation der Giiter auf die Bieter ist (S1,...,S,)
mit S; C G fiiri =1,...,nund S;NS; = O fiir i # j. Die soziale Wohlfahrt einer solchen
Allokation ist > ; v;(.S;), wenn vy, . .., v,, die Bewertungen der Bieter sind. Eine Allokation
heifit sozial effizient, falls sie unter allen Allokationen die soziale Wohlfahrt maximiert. Die
Menge aller Allokationen sei A.

Definition 102 (Gewinnerbestimmungsproblem). Seien v; : 26 — R*, i = 1,...,n, die
deklarierten Bewertungen der Bieter. Das Gewinnerbestimmungsproblem (Winner de-
termination problem, WDP) ist das Problem, fiir diese Bewertungen eine sozial effiziente
Allokation a € A zu bestimmen.

Wollen wir einen Mechanismus fiir das Gewinnerbestimmungsproblem entwickeln, so miissen
wir uns nicht nur iiber dessen Anreizkompatibilitit Gedanken machen, sondern wegen der
exponentiell vielen Teilmengen, fiir die die Bieter Préferenzen haben kénnen, auch iiber die
Komplexitit der Reprisentation und Kommunikation der Préiferenzen und die Berechnungs-
komplexitit des Gewinnerbestimmungsproblems.

Hinsichtlich der Komplexitit der Reprasentation der Praferenzen wollen wir uns auf einen
Spezialfall, sogenannte single-minded bidders, beschranken, bei dem die Priferenzen eines
Bieters in polynomiellem Platz représentiert werden kénnen. Selbst in diesem Spezialfall ist
aber das Gewinnerbestimmungsproblem immer noch NP-schwer, weswegen wir in den fol-
genden Abschnitten einen Approximationsalgorithmus sowie eine Kodierung als ganzzahliges
lineares Programm und dessen LP-Relaxierung betrachten wollen. Die Anreizkompatibilitét
werden wir jeweils im Kontext der konstruierten Mechanismen diskutieren.

6.6.2 Single-Minded Bidders

In diesem Abschnitt betrachten wir nur sogenannte single-minded bidders, also Bieter, die
ein bestimmtes Biindel ersteigern wollen, fiir dieses Biindel (und alle Obermengen) eine feste
Bewertung v* haben, und alle anderen Biindel mit 0 bewerten.

Definition 103 (Single-minded bidder). Eine Bewertung v heiit single-minded, falls es
ein Biindel $* C G und einen Wert v* € RT gibt, so dass

* falls S* C
U(S):{U alls S* C S

0 sonst

Ein single-minded bid ist ein Paar (S*,v*).

Komplexitat

Das Problem der Représentationkomplexitdt haben wir damit gelost. Dass wir damit die
Berechnungskomplexitéit aber noch nicht in den Griff bekommen haben, zeigt der folgende
Satz.

Definition 104 (Allokationsproblem fiir single-minded bidders). Das Allokationspro-
blem fiir single-minded bidders (APSMB) ist definiert durch folgende Ein- und Ausga-
ben.
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EINGABE: Gebote (Sf,vf) firi=1,...,n

R

AusGaBe: W C{1,...,n} mit S; NS} =@ fiiri,j € W, i# j, so dass ),y v; maximal.

Wir wollen zeigen, dass APSMB NP-vollsténdig ist. Da das APSMB ein Optimierungspro-
blem ist, miissen wir fiir den Beweis das entsprechende Entscheidungsproblem betrachten.

Definition 105 (Allokationsproblem fiir single-minded bidders (Entscheidungsproblem)).
Die Entscheidungsproblemvariante von APSMB (APSMB-D) ist definiert durch fol-
gende Ein- und Ausgaben.

EINGABE: Gebote (Sf,vf) firi=1,...,nund k € N

AUSGABE: Existiert ein W C {1,...,n} mit Sy NSy = @ fiir i,j € W, i # j, so dass
Diew Ui = K7

Satz 28. APSMB-D ist NP-vollstindig.

Beweis. Reduktion von INDEPENDENT-SET. Als INDEPENDENT-SET-Instanz sei ein unge-
richteter Graph (V, E') und ein kjs € N gegeben. Gefragt ist also, ob (V, E') eine unabhingige
Menge der Grofle kjg enthilt. In der entsprechenden APSMB-D-Instanz ist dann k = kjg,
die Menge der Giiter G = F, die Menge der Bieter N = V, und fiir jeden Bieter i € V
haben wir das Gebot (SF,v}) mit S} = {e € E|i € e} und v} = 1. Die Knoten bieten
also um ihre inzidenten Kanten. Wegen S N ST = @ fir 1,5 € W, ¢ # j, repréasentiert die
Menge der Gewinner W eine unabhéngige Menge der Méchtigkeit |W| = .y, v, Also
existiert eine unabhéngige Menge der Kardinalitdt mindestens kjg genau dann, wenn es eine
Menge W von Gewinnern mit ),y v; > k gibt. Damit ist die NP-Schwere gezeigt. Dass
APSMB-D € NP, ist klar (Gewinner raten und verifizieren). O

Wir sind also zur Losung des Allokationsproblems auf Approximationsalgorithmen oder
heuristische Ansiitze angewiesen. Im folgenden Teilabschnitt wollen wir uns mit einem Ap-
proximationsalgorithmus fiir das Allokationsproblem beschéftigen.

Approximationsalgorithmen

Zunéchst wollen wir die Giite einer Approximation definieren.

Definition 106 (Approximationsgiite). Sei ¢ > 1. Eine Allokation (Si,...,S,) ist eine c-
Approximation der optimalen Allokation, falls fiir eine optimale Allokation (T7,...,T,)
gilt, dass >0, v (T3) < ¢ Yoi v Si).

Satz 29. APSMB innerhalb eines Faktors ¢ < m'*>~¢ zu approzimieren ist NP-schwer. [

Das Beste, worauf wir im Spezialfall von single-minded bidders noch hoffen kénnen, ist also
ein anreizkompatibler m'?-Approximationsalgorithmus mit polynomieller Laufzeit. Einen
solchen wollen wir im folgenden vorstellen.

Definition 107 (Mechanismus fiir single-minded bidders). Sei Vi, die Menge aller single-
minded bids und A die Menge aller Allokationen. Ein Mechanismus fiir single-minded
bidders ist ein Tupel (f,p1,...,pn), bestehend aus einer sozialen Entscheidungsfunktion
f: V] — Aund Bezahlfunktionen p; : V!, — R fir allei = 1,...,n.

sm
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Der Mechanismus ist berechnungseffizient, falls f und alle p; in polynomieller Zeit be-
rechnet werden konnen. Er ist anreizkompatibel, falls fiir alle ¢ = 1,...,n und alle
Viy.oo, U, vh € Verr gilt, dass v;(f (vi,v—4)) — pi(vi, v—;) = v (f (v}, v_;)) — ps(vi, v_;), wobei
vi(a) = vf, falls i in a gewinnt (einen Zuschlag erhélt), und v;(a) = 0, sonst.

Im Prinzip kénnten wir nun einen VCG-Mechanismus verwenden. Ein solcher wére zwar
anreizkompatibel, aber nicht berechnungseffizient, weil sowohl fiir f als auch fiir die p;
immer optimale soziale Wohlfahrtswerte berechnet werden miissen. Dass dies NP-schwer ist,
haben wir in Satz 28 gesehen. Ein VCG-artiger Mechanismus, der wie ein VCG-Mechanismus
definiert ist, aber soziale Wohlfahrten approximiert (bestenfalls innerhalb eines Faktors v/m),
wére umgekehrt zwar berechnungseffizient, aber nicht mehr anreizkompatibel. Die Lésung
ist, den VCG-Ansatz hier zu verwerfen und einen spezialisierten Mechanismus zu verwenden.

Definition 108 (Greedy-Mechanismus fiir single-minded bidders). Der Greedy-Mechanismus
fiir single-minded bidders ist wie folgt definiert. Seien die Bieter 1,...,n so angeordnet,
dass . .
Uy Un,

> >

|55 BRVAEAE

Sei ferner die Menge W C {1,...,n} prozedural definiert durch den folgenden Pseudocode:

i

2
*
1

%
E

W—go
fori=1,...,ndo
if 57 1 (Ujew S;) = & then
W — W uU{i}
end if
end for

Der Mechanismus liefert dann als Ergebnis die Allokation a, in der genau die Bieter aus W
einen Zuschlag bekommen. Fiir die Bezahlungen gilt: Falls « € W und es einen kleinsten
Index j gibt, so dass S; N ST # @ und fiir alle k < j, k # 1, 55 NS} = &, so ist

Yy

pi(vla B 'avn) - T
\/ 5517157 ]

und sonst ist p;(v1,...,v,) = 0.

Dass der Greedy-Mechanismus fiir single-minded bidders effizient berechenbar ist, ist offen-
sichtlich. Wir wollen nun noch zeigen, dass er anreizkompatibel ist und immer eine Allokation
erzeugt, deren soziale Wohlfahrt um hochstens den Faktor /m schlechter ist als die optimale
soziale Wohlfahrt. Um die Anreizkompatibilitdt zu zeigen, zeigen wir, dass jeder Mechanis-
mus fiir single-minded bidders, bei dem Verlierer nichts zahlen, der monoton ist, und der
kritische Bezahlungen verwendet, anreizkompatibel ist, und dass der Greedy-Mechanismus
fiir single-minded bidders diese Anforderungen erfiillt.

Definition 109 (Monotonie). Ein Mechanismus fiir single-minded bidders ist monoton,
wenn ein Bieter, der mit Gebot (S*,v*) gewinnt, auch mit jedem Gebot (S’,v") gewinnt,
bei dem S’ C S* und v’ > v* (fiir feste Gebote der anderen Bieter).
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Definition 110 (Kritische Bezahlungen). Ein Mechanismus fiir single-minded bidders be-
nutzt kritische Bezahlungen, wenn ein Bieter, der gewinnt, den minimalen Wert zahlt,
der zum Gewinnen nétig ist, also das Infimum aller v, so dass (S*,v’) gewinnt.

Lemma 30. Der Greedy-Mechanismus fiir single-minded bidders ist monoton, benutzt kri-
tische Bezahlungen, und Verlierer zahlen nichts.

Beweis. Wir zeigen die einzelnen Behauptungen getrennt.

Monotonie: Erhohen von v} oder Verkleinern von S; schiebt Bieter 7 in der Greedy-Ordnung
hochstens weiter nach vorne, wodurch es fiir ihn nur leichter wird zu gewinnen.
Kritische Bezahlungen: Bieter ¢ gewinnt, solange er in der Greedy-Ordnung vor Bieter j

steht (falls ein solches j iiberhaupt existiert). Dies gilt genau dann, wenn

also genau dann, wenn

vy
= = Di-
\/ 15717157
Verlierer zahlen nichts: Offensichtlich. O

Lemma 31. FEin Mechanismus fiir single-minded bidders, bei dem Verlierer nichts zahlen,
der monoton ist, und der kritische Bezahlungen verwendet, ist anreizkompatibel.

Beweis. Zunéchst wollen wir zeigen, dass die Angabe der wahren Gebote nie zu negativem
Nutzen fiihrt. Verliert das angegebene Gebot, so hat der Bieter Nutzen 0. Gewinnt es, hat
er Nutzen v* — p* > 0, da v* > p*, denn p* ist gerade die kritische Bezahlung, und wenn
das Gebot gewinnt, muss der Bieter (wahrheitsgemifl) einen Betrag v* von mindestens p*
geboten haben.

Nun wollen wir zeigen, dass die Angabe eines vom wahren Gebot (S*,v*) abweichenden
Gebots (S’,v") keinen hoheren Nutzen als (S*,v*) bringt. Falls (S’,v’) verlierend ist oder
S* ¢ S’, der Bieter also nicht das erhiilt, was er wiinscht, erhiilt er Nutzen 0 in (S’,v"), also
keine Verbesserung gegeniiber seinem Nutzen bei Angabe von (S*,v*), die nie zu negativem
Nutzen fithren kann.

Bleibt also noch der Fall, dass (S’,v") gewinnend ist und S* C S’. Um zu zeigen, dass auch
dann (S*,v*) ein mindestens so gutes Gebot ist wie (S5’,v’), gehen wir in zwei Schritten
vor: Wir zeigen, dass (S*,v') mindestens so gut ist wie (S’,v'), und dann, dass (S*,v*)
mindestens so gut ist wie (S*,v').

Um zu zeigen, dass (S*,v’) mindestens so gut ist wie (S’,v'), sei p’ die Bezahlung bei Gebot
(S',v") und p die Bezahlung bei Gebot (S*,v"). Fiir alle z < p ist (S*,x) verlierend, da p
gerade der kritische Wert fiir S* ist. Wegen der Monotonie ist dann auch (S’, x) verlierend
fiir alle © < p. Also ist der kritische Wert p’ fiir S’ mindestens p. Also ist (S*,v’) immer
noch gewinnend, wenn (S’,v’) es war, und erzeugt die gleiche Bezahlung.

Um zu zeigen, dass (S*,v*) mindestens so gut ist wie (S*,v’), miissen wir zwei Fille un-
terscheiden. Angenommen, (S*,v*) ist gewinnend mit Bezahlung p*. Wenn v' > p*, so ist
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(S*,v') immer noch gewinnend mit der gleichen Bezahlung, es gibt also keinen Anreiz, zu
(S*,v") abzuweichen. Wenn v" < p*, so ist (S*,v’) verlierend. Abweichen auf (S*,v’) bringt
also keinen hoheren Nutzen. Der zweite Fall, den wir noch betrachten miissen, ist der, in
dem (S* v*) verlierend ist. Dann ist aber v* kleiner als der entsprechende kritische Wert,
womit die Bezahlung p’ fiir ein gewinnendes Gebot (S*,v') hoher wére als v*. Damit wire
eine Abweichung auf (S*,v") unprofitabel. O

Korollar 32. Der Greedy-Mechanismus fiir single-minded bidders ist anreizkompatibel. [

Nachdem wir nun die Anreizkompatibilitdt des Greedy-Mechanismus fiir single-minded bid-
ders gezeigt haben, fehlt noch der Beweis seiner Approximationsgarantie. In diesem Beweis
benétigen wir an einer Stelle die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, die wir hier aber nur
zitieren, nicht beweisen, wollen.

Satz 33 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Seien x;,y; € R. Dann gilt

Lemma 34. Der Greedy-Mechanismus fir single-minded bidders produziert eine Gewin-
nermenge, die eine soziale Wohlfahrt induziert, die um héchstens den Faktor \/m wvon der
optimalen sozialen Wohlfahrt abweicht.

Beweis. Sei W* eine Menge von gewinnenden Bietern, so dass ), . v; maximal wird und
S;NS; =2 firdi,j € W*, i # j, und sei W die Ausgabe des Greedy-Mechanismus fiir
single-minded bidders. Zu zeigen ist also, dass » ;- 07 < v/m ) oy vi

Fir i € Wsei W* = {j € W*[j > iund S N S; # &} die Menge der im optimalen Fall
gewinnenden Bieter, die mit ¢ identisch sind oder wegen Bieter ¢ nicht in der Menge der
im approximativen Fall gewinnenden Bieter liegen. Da alle j € W.* in der Greedy-Ordnung

K3
nicht vor 7 liegen, gilt fiir diese j, dass

also durch Summation iiber alle j € W;* auch

> o<

jeEW;

Z \/7 (6.1)

JEW}

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir z; = 1 und y; = 1/|S;f\ erhalten wir aufer-

dem, dass
PORVAEHESN DD LN SR CHERVII AN PR HE (6.2)
JEW

JEW JEWS JEWS

Fiir alle j € W gilt S7 N ST # &, d.h. es gibt ein g(j) € SFn S7. Da W* eine Allokation
induziert, also keine zwei Bleter dasselbe Objekt erhalten, gilt S 4 05;2 = @ fiir j1,j2 € W/,
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J1 # Jja, also erst recht (S NS5 )N (S;NST) =9, dh g(j1) # g(je) filr ji,j2 € W mit
J1 # j2. Also ist g eine injektive Funktion von W} nach S} und wir erhalten

Wil < 1S (6.3)

Da W* eine Allokation induziert, gilt auch

> ISi < m. (6.4)

jew;

Mit Ungleichungen (6.1), (6.2), (6.3) und (6.4) zusammen erhalten wir

]EEI/I:/* ’ \% |S ]EEI/I;* \% |S \l jGW"
< U | st < Ui figel/m = * 6.5
—mv'z'\/jew;'“mv'l'm 09

Ferner gilt nach Definition der W*, dass

wec | wy (6.6)
ieW

Mit (6.6) und (6.5) zusammen erhalten wir schliefllich die gewiinschte Abschitzung
S e Y T e X v - v Y i
iew= iEW jew; iew iew

Die soziale Wohlfahrt von W unterscheidet sich also héchstens um einen Faktor v/m von der
optimalen sozialen Wohlfahrt. O

Der folgende Satz fasst die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen.

Satz 35. Der Greedy-Mechanismus fiir single-minded bidders ist effizient berechenbar, an-
reizkompatibel und erzeugt eine Allokation, deren soziale Wohlfahrt eine \/m-Approzimation
der optimalen sozialen Wohlfahrt ist. O
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